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TRAITE
D E

MÉCANIQUE CÉLESTE.

LIVRE III.

DE LA FIGURE DES CORPS CELESTES.

L A figure des corps célestes flépeud de la loi de la pesanteur à

leur surface , et cette pesanteur étant elle-même le résultat des

attractions de toutes leurs parties , elle dépend de leur figure ; la

loi de la pesanteur à la surface des corps célestes , et leur figure ont

donc entre elles , une liaison réciproque qui rend la connoissance

de l'une , nécessaire à la détermination de l'autre : leur recherche

est ainsi très-épineuse, et semble exiger une analyse toute parti-

culière. Si les planètes étoient entièrement solides , elles pour-
roient avoir des figures quelconques; mais si , comme la terre,

elles sont recouvertes d'un fluide ; toutes les parties de ce fluide

doivent se disposer de manière qu'il soit en équilibre , et la figure

de sa surface extérieure dépend de celle du noyau qu'il recouvre,
et des forces qui l'animent. Nous supposerons généralement tous

les corps célestes recouverts d'un fluide , et dans cette hypothèse
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3 MÉCANIQUE CELESTE,
qui a lieu pour la terre, et qu'il paroît naturel d'étendre aux autres

corps du système du monde , nous déterminerons leur figure et

la loi de la pesanteur à leur surface. L'analyse dont nous ferons

usage , est une application singulière du calcul aux différences

partielles , qui par de simples différentiations , va nous conduire

à des résultats très-étendus que l'on ne peut obtenir que difficile-

ment par la voie des intégrations.
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CHAPITRE PREMIER.

Des attractions des sphéroïdes homogènes terminés par des

surfaces du second ordre.

1. JNous allons d'abord déterminer l'attraction des corps d'une

figure donnée. Nous avons déjà déterminé dans le second Livre

,

n°. 1 1 , cette attraction relativement à la sphère , et à une couche

sphérique : considérons maintenant , l'attraction des sphéroïdes

terminés par des surfanes du second ordre.

Soient a?, y, £ , les trois coordonnées rectangles d'une molécule

du sphéroïde ; en désignant par dM, cette molécule , et prenant

pour unité , la densité du sphéroïde que nous supposerons homo-

gène , on aura

dM= dx.dy. dz.

Soient a,b, c, les coordonnées rectangles du point attiré par le

sphéroïde, et désignons par ^4. , B , C, les attractions du sphé-

roïde , sur ce point , décomposées parallèlement aux axes des x
,

des y et des z, et dirigées vers l'origine des coordonnées. Il est

aisé de voir par le n°. n du second Livre, que l'on a,

. rnn (a xl.dx.dy.dz
^=fff- -, ;

{(a-xf + (b-yf+ (c-zf } »

B = fff
(h —y)-dx.dy.dz .

{(a-x)*+ (b-y)*+ (c-zyy
3

n _ rrr (c— z).dx.dy.dz
U —JJJ 1 S

{ (a-x)*+ (b-yr+ (c—z)* }
»

toutes ces triples intégrales devant être étendues à la masse entière

du sphéroïde. Les intégrations offrent sous cette forme , de grandes

difficultés que l'on peut souvent applanir , en transformant d'une
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Jé MECANIQUE CÉLESTE
manière convenable , les différentielles : voici le principe général

de ces transformations.

Considérons la fonction différentielle P.dx. dy.dz,P étant une

fonction quelconque de x
, y , z. Nous pouvons supposer x fonc-

tion des variables y et z , et d'une nouvelle variable p : soit

9 (y , z
, p) , cette fonction ; dans ce cas , on aura , en regardant y

et z comme constans , dx === S . dp , € étant fonction de y, z

et p. La différentielle précédente deviendra ainsi , C.P .dp.dy.dz ;

et pour l'intégrer , il faudra substituer dans P, au lieu de x , sa

valeur <p (y, z, p).

Nous pouvons supposer pareillement, dans cette nouvelle diffé-

rentielle, y=ç,'(z,PîÇ), q étant une nouvelle variable, et

ç'(z,p, q) étant une fonction quelconque des trois variables z, p
et q. On aura, en regardant z et p comme constans, dy=Ç' .dq

,

€' étant fonction de z, p y q; la différentielle précédente prendra

ainsi cette nouvelle forme , €G'.F.dp.dq.dz , et pour l'intégrer,

il faudra substituer dans £P , au lieu dej , sa valeur tp'(z,p, q).

Enfin, on peut supposer z égal à <p"(p, q , r,) , r étant une nou-

velle variable , et ?'(/>, q, r) étant une fonction quelconque de

p,q y
r. On aura , en regardant/? et q comme constans , dz— €".dr,

€" étant fonction de p, q, r; la différentielle précédente deviendra

ainsi, €.€' .G'.P.dp.dq.dr, et pour l'intégrer, il faudra substituer

dans C. €'.P
:
au lieu de z, sa valeur ?"• (p, q, r). La fonction diffé-

rentielle proposée est par-là , transformée dans une autre relative

à trois nouvelles variables p, q , r, qui sont liées aux précédentes,

par les équations

x= q>(y,z,p) ; y=<?'(z,p,q) ,- z-=<?"(p,q,r).

Il ne s'agit plus que de tirer de ces équations , les valeurs de C, £', C".

Pour cela , nous observerons qu'elles donnent x, y , z , en fonc-

tions des variables p , q et r; considérons donc les trois premières

variables , comme fonctions des trois dernières, é" étant le coeffi-

cient de dr dans la différentielle de z, prise en regardant p et q
comme constans , on a

S' est le coefficient de dq , dans la différentielle de y ,
prise en
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regardant p et z comme constans ; on aura donc C\ en différen-

tiantj/, dans la supposition dep constant, et en éliminant d?-, au

moyen de la différentielle de z
,
piise en supposant p constant , et

égalée à zéro; on aura ainsi, les deux équations,

M|)-**+(£):*'
= {£)- di+ {j-)- dr!

ce qui donne

partant

J 2 / dz \ '

\tr)

/dy\ f±\_fdy\ fdz\

r,_ \dq)\drJ \dr)\dq)

\ m~~
'

Enfin, êes£ le coefficient de dp , dans la différentielle de x, prise

en regardant^ et z , comme constans; ce qui donne les trois

équations suivantes ;

o=

Si l'on fait

l)-^+ff)-^
+
(s)-*'

/rfx\ /dy\ /^\
(
dx\ My\ (

dz \
\dj)\dq )\d'r)

" \dj)'\Tr)\d^)

fdx

\Tq^-V(|)-(|)-(^).(|).(?
r)

.+
/dx\ /dy\ /dz\ /dx\ /dy\ / dz\
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on aura

e.dp
dx

ce qui donne

\dqj'\drj \drj\dqj

e

fdy\ fdz\
~ 7dy\ /cû\>

\dq)\dr) "\drj\dqj

partant, G.C'.ë"= g , et la différentielle P.dx.dy.dz est trans-

formée dans celle-ci ,t.P.dp. dq .dr;P étant ici ce que devient P,

lorsque l'on y substitue pour x
, y , z , leurs valeurs en p, q , r.

Tout se réduit donc à choisir les variables p , q , r, en sorte que

les intégrations deviennent possibles.

Transformons les coordonnées x
, y , z , dans le rayon mené

du point attiré , à la molécule , et dans les angles que ce rayon

forme avec des droites ou avec des plans donnés. Soit r, ce rayon ;

p , l'angle qu'il forme avec une droite menée par le point attiré

,

parallèlement à l'axe des x ; soit q, l'angle que forme la projection

de ce rayon sur le plan desy et des z , avec l'axe des y ; on aura

x= a— r.cos.p; y= ô— r.sin./).cos. q$ z= c— r.sin.p.sin. q;

on trouvera , cela posé , s=— r
2

. sin.p ; la différentielle dx.dy.dz

sera ainsi transformée dans — j^.sin.p.dp.dq.dr : c'est l'expres-

sion de la molécule dM , et comme cette expression doit être

positive, il faut, en considérant sin.p, dp, dq , dr, comme po-

sitifs , changer son signe, ce qui revient à changer celui de s, et .à

supposer e 5= r*. sin._p.Les expressions de ^4, B, Cdeviendront ainsi

^4 =fffdr. dp. dq. sin.p. cos.p ,•

B =J'ffdr.dp.dq.sm. ap.cos.qj

C =fffdr.dp.dq.&in.*p.sh\.q.

Il est facile de parvenir d'ailleurs à ces expressions , en obser^

vant que la molécule dM peut être supposée égale à un parallélé-

pipède rectangle dont les trois dimensions sont dr , rdp, et

• r.dq.sm.p , et en observant ensuite que l'attraction de la mole-
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cule
,
parallèlement aux trois axes des x , des y et des z , est

dM dM . dM .— .cos.p ; —.sm.p.cos.q, et ——.sm.p.am.q.

Les triples intégrales des expressions de ^d , B , C , doivent

s'étendre à la masse entière du sphéroïde : les intégrations relatives

à r , sont faciles ; mais elles sont différentes , suivant que le point

attiré est dans l'intérieur , ou au-dehors du sphéroïde ; dans le

premier cas , la droite qui passant par le point attiré , traverse le

sphéroïde , est divisée en deux parties
,
par ce point ; et si l'on

nomme r et r' ces parties , on aura

A =ff(r-\-i- ). dp.dq. sin.p. cos.p ;

B =ff(r+ r ) .dp.dq. sin.
e
/> . cos. q ,

C —jf(r+ r). dp.dq. sin.
2
j9 . sin. q ;

les intégrales relatives à p et à q , devant être prises depuis/? et q
égaux à zéro

,
jusqu'à _p et q égaux à deux angles droits.

Dans le second cas , si l'on nomme r, le rayon à son entrée dans

le sphéroïde , et r' ce même rayon , à sa sortie , on aura

\A =ff(r'— r). dp.dq. sin.p. cos.ji ;

B =jy(r'— r). dp.dq. sin.
ap

.

cos. q /

C =ff(r— r). dp.dq. sin.'p

.

sin. q ;

les limites des intégrales relatives kp et à q , devant être fixées aux
points où l'on a r'— r— o , c'est-à-dire , où le rayon r est tangent

à la surface du sphéroïde.

2. Appliquons ces résultats , aux sphéroïdes terminés par des

surfaces du second ordre. L'équation générale de ces surfaces
,

rapportée à trois coordonnées orthogonales x
, y , z , est

o=^4+B.x+ C.y+ E.z+F.x*+ H.xy+L.y 2+M.xz+ N.yz+ 0.z\

Le changement de l'origine des coordonnées introduit trois arbi-

traires
;
puisque la position de cette nouvelle origine par rapport

à la première , dépend de trois coordonnées arbitraires. Le chan-

gement de la position des coordonnées autour de leur origine,

introduit trois angles arbitraires • en faisant donc changer à-la-fois

,

dans l'équation précédente , les coordonnées d'origine et de posi-
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tiou , on aura une nouvelle équation du second degré , dont les

coefficiens seront fonctions des précédens , et de six arbitraires,

Si l'on égale ensuite à zéro, les premières puissances des coor-

données, et de leurs produits deux à deux; on déterminera ces.

arbitraires, et l'équation générale des surfaces du second ordre

prendra cette forme très-simple

,

c'est sous cette forme que nous allons la considérer.

Nous n'aurons égard , clans ces recherches
,
qu'aux solides ter-

minés par des surfaces finies , ce qui suppose m et n positifs. Dans

ce cas , le solide est un ellipsoïde dont les trois demi-axes sont co

que deviennent les variables x,y, z , lorsque l'on suppose deux

d'entre elles , égales à zéro ; on aura ainsi , k, —— , —— ,
pour ces

|/77l y 7Z

trois demi-axes rspectivement parallèles aux x, auxy et aux z. La

solidité de l'ellipsoïde sera z= , en désignant toujours par w,

le rapport de la demi-circonférence au rayon.

Maintenant , si dans l'équation précédente, on substitue au lieu

de a;, y, z, leurs valeurs enj?
3 q, r, données dans le n°. précé-

dent ; on aura

r
2

. {cos/p+ m.sin/jP.eos.^+ Tî.shi/p.sin/çjr}

-~-2r. {a. cos.p+mb . sin.p . cos.q+7ic . sin.j) . sin.q]= fr-a*- mb*- nç
l

$

en sorte que si l'on suppose

1 — a . coa.p + mb. sin .p . cos. q -h n c . sin .p . sin. q ;

L = cos.
2

p + 7?z.sin.
2p.cos. 2

§
,+ 72.sin.°p.sin.

1

g
,

i

R — P* {h*— cf—mb*— n c
D }.L ,•

on aura

r=—L—>
d'où l'on tire r', en prenant le radical en plus , et /*, en le prenant

en moins ; on aura donc

r+r =—— ,• r — r-
Mi

ce
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ee qui donne relativement aux points intérieurs du sphéroïde
,

s*/->dp . dq. I .sin.p .cos.p

A^.ff- L
;

stftdp.dq.l.slnSp.cosqB = 2 -JJ 1 '

/->pdp.dq.I.s'm. r p.s\n.q
C = 2JJ L '

et relativement aux points extérieurs,

p pdp .dq. sin.p .cos.p -\/R^ = 2
-JJ l »

_ f> /->dp.dq .sinSp . cos,a.t/J?B = 2 .ff-JL_l JL
,

pndp.dq.sm^p.siTi.q.vR
C = 2 'JJ J i

ces trois dernières intégrales devant être prises entre les deux

limites qui correspondent à H= o.

3. Les expressions relatives aux points intérieurs , étant les

plus simples ; nous commencerons par les considérer. Nous obser-

verons d'abord que le demi-axe h du sphéroïde n'entre point dans

les valeurs de Jet de L; les valeurs de ^, B, C, en sont, par

conséquent , indépendantes ; d'où il suit que l'on peut augmenter

à volonté , les couches du sphéroïde , supérieures au point attiré

,

sans changer l'attraction du sphéroïde sur ce point
,
pourvu que

les valeurs de m et de n, soient constantes. De-là résulte le théo-

rème suivant :

Un point placé au-dedans d'une couche elliptique dont les sur-

faces intérieure et extérieure sont semblables et semblablement

situées , est également attiré de toutes parts.

Ce théorème est une extension de celui que nous avons démon-

tré dans le second Livre , n°. 12 , relativement à une couche sphé-

rique.

Reprenons la valeur de ^4. Si l'on y substitue au lieu de JetdeZ,

leurs valeurs ; elle devient

,

ppdp .dq .sin.p .cos.p . •[ a. cos.p-]- m. ô. sin.p .cos.q-{-n.c. sin.p. sln.qj

J J cos.-p -{- m . sin.
a
p . cqs.* q -\- n . sm.' p.sm. a

q

MiicAN. céjj. Tome II, B



io MÉCANIQUE CÉLESTE,
Les intégï'ales relatives à p et à q, devant être prises depuis p
et q égaux à zéro

,
jusqu'à p et q égaux à deux angles droits ; il

est clair que l'on a généralementfP dp.cos.p =o , P étant une

fonction rationnelle de sin.p et de cos.
2 » ; parce que la valeur dep

étant prise à égale distance au-dessus et au-dessous de l'angle droit,

les -valeurs correspondantes de P.cosp sont égales, et de signe

contraire ; on aura ainsi

\A= %a. CC
dp. d g. sin.p. cos."

p

J J cos.^p-f- 7n.sin.2p.cos. !ïç+ rt.sin. 2 p.sin.2
q

Si l'on intègre par rapport à q , depuis q = o , jusqu'à q égal à deux
angles droits , on trouvera

<2a.T _, dp. sin.p. cos. 2
p*>**'* *% up . mu.p . l,uï). p

l'intégrale devant être prise depuis cosp= 1, jusqu'à cos.p=— I.

Soit cos.p=x, et nommons M, la masse entière du sphéroïde;

- „ _. 4T.k3
,

4-r 3M
on aura par le n . i , M=—^z-, et par conséquent —z=z= -jj-

}

y mit y'mn ™

on aura donc

oaM ._ x*dx
^4:

k3

l'intégrale étant prise depuis #= o
,
jusqu'à x= 1.

En intégrant de la même manière, le3 expressions de B et de C,

on les réduiroit àde simplesintégrales ; mais il estplus facile de tirer

ces intégrales , de l'expression précédente de s4- Pour cela , on obser-

vera que cette expression peut être considérée comme une fonc-

fe
2 k2

lion de a , et des quarrés &*, — , et —, des demi-axes du sphéroïde,
m n

parallèles aux coordonnées a,é, c, du point attiré ; en nommant donc
£' 2

, le quarré de demi-axe parallèle à b , et par conséquent , h'*,m
,

h'" -m
. „

et , les quarrés des deux autres demi-axes ; B sera pareille

fonction de b, &'% £' s
„ra, et F". — ; il faut ainsi, pour avoir By
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changer dans l'expression de ^4 , a en b. h en h\ ou —=r, m dans—,

et n dans — ; ce qui donne
771

3èiH / m~-.x 2dx
B =

+ rm_ 1 ;..T-}.f 1 +
^

m
^.^j

ÎOlt

1/ 771+ (l lTl)-t*

on aura

ZbM S* t*dt

J -Cin~>ï-n^yr
l'intégrale relative à t , devant être prise, comme l'intégrale relative

à x , depuis £=o, jusqu'à t= î
;
parce que x =o, donne £= o,

et x= t , donne 2= î

.

Il suit de-là
,
que si l'on suppose

1 771 1 71 ,
/"* X*d X= A.

771

on aura

i—7i , _ /? saM= *'•
; F= / i

ZbM /d.\F\

Si l'on change dans cette expression, b en c ,
x en a' et réciproque-

ment ; on aura la valeur de C. Les attractions ^, Z? , C , du sphé-

roïde, parallèlement à ses trois axes, sont ainsi données parles

formules suivantes

,

v 3aM „ ZbM (d.hF\ ZcM fd.K'F\

On peut observer que ces expressions ayant lieu pour tous les

points intérieurs , et par conséquent
,
pour les points infiniment

voisins de la surface; elles ont lieu pour les points mêmes de la

surface.

La détermination des attractions du sphéroïde, ne dépend ainsi

que de la valeur de F ; mais quoique cette valeur ne soit qu'une

B 2
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intégrale définie , elle a cependant toute la difficulté des intégrales

indéfinies , lorsque a et a' sont indéterminées ; car si l'on repré-

sente cette intégrale définie, prise depuis x— o, jusqu'à x= i
}

par <?(*?, *•'*); il est aisé de voir que l'intégrale indéfinie sera

x'
s

. <p (^x*, k'^x*) ; en sorte que la première étant donnée, la seconde

l'est pareillement. L'intégrale indéfinie n'est possible en elle-même,

que lorsque l'une des quantités a et a' est nulle , ou lorsqu'elles

sont égales : dans ces deux cas , le sphéroïde' est un ellipsoïde de

révolution , et k sera son demi-axe de révolution , si a et a' sont

égaux. On a dans ce dernier cas
,

F= I =— . {a—ans. tans. M*

Pour en conclure les différences partielles f —7—
J

et f
J,

qui

entrent dans les expressions de B et de Cy on observera que

d\ /d.hFS dh' /d.A'F\ „ (d\ dh'-\
dF=-\^y-\-dV-)- F

\i;+ -\;

or on a , lorsque a est égal à a',

/d.hF\__/d.k'F\ dh __dh'

\dZ/ ~~
\ dh' ) ' 7T

~~ V" '

partant

\ d\ J 2A

En substituant au lieu de F, sa valeur ; on aura

/d.\F\ 1 f a 1

l —:— J
— —-?• { ans. tans, a —

;

-

} ;
\ d ) 2V3

\
& 6

1-fA'J

on aura donc relativement aux ellipsoïdes de révolution , dont h

est le demi axe de révolution
?

.. 3a.M .
,

^ ^ ^^i' (ang.tang.A——^ j,-

G = ——-. { ang.tang. a —->.
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4:. Considérons présentement , l'attraction des sphéroïdes , sur

un point extérieur. Cette recherche présente de plus grandes diffi-

cultés que la précédente, à cause du radical \/R qui entre dans les

expressions différentielles, et qui rend sous cette forme, les inté-

grations impossibles. On peut les rendre possibles
,
par une trans-

formation convenable des variables dont elles sont fonctions ; mais

au lieu de ce moyen
,
j'ai fait usage de la méthode suivante, uni-

quement fondée sur la différentiation des fonctions.

Si l'on désigne par /^, la somme de toutes les molécules du sphé-

roïde, divisées par leurs distances respectives au point attiré, et

que l'on nomme x, y, z, les coordonnées delà molécule clM du

sphéroïde, et a, b, c, celles du point attiré ; on aura

J \/(a-x)*+(b-y)>+(c-z)*

En désignant ensuite , comme précédemment
,
par ^/, JB , C, les

attractions du sphéroïde
,
parallèlement aux axes des x, des y et

des z , et dirigées vers leur origine ; on aura

_ p (a-x).dM _ /d

J {(a-x)*+ (b-y)>+ (c-zry \d <

On aura pareillement,

d'où il suit que si l'on connoît y, il sera facile d'en conclure par la

seule différentiation , l'attraction du sphéroïde parallèlement à

Une droite quelconque , en considérant cette droite , comme une
des coordonnées rectangles du point attiré ; remarque que nous
avons déjà faite dans le second Livre, n°. 11.

La valeur précédente de V^ réduite en série , devient

f {2 a x -\- aby + 2 c z—x1—y—

z

2

}

_ v

dM a>-|_i*+c »

^/(^,+ l î
-^-c

,

J
{2ax+2Ôv + 2cz— x"-—

v

s— z*}<

(az + fr+c*)*
&c.

Cette série est ascendante relativement aux dimensions du sphé-
roïde, et descendante relativement aux coordonnées dupoint attiré.
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Si l'on n'a égard qu'à son premier terme , ce qui suffit, lorsque le

point attiré est à une très-grande distance • on aura

M étant la masse entière du sphéroïde. Cette expression sera plus

exacte encore , si l'on place l'origine des coordonnées au centre de

gravité du sphéroïde; car on a par la propriété de ce centre

,

fx.dM—o
; ff.dM=o ;

fz.dM—o;
en sorte que si l'on considère comme une très-petite quantité du

premier ordre , le rapport des dimensions du sphéroïde , à sa

distance au point attiré ; l'équation

sera exacte aux quantités près du troisième ordre. Nous allons pré-

sentement chercher une expression rigoureuse de iP", relativement

aux sphéroïdes elliptiques.

5. Si l'on adopte les dénominations du n°. 1 , on aura

^=J — —jyyrdr* dp.dq. sm.p = j •ff(r'
!i— r*) .dp.dq. sin .p

.

En substituant au lieu de r et de r, leurs valeurs trouvées dans

le n°. 1 , on aura

-.dp . d q . sin . p I {/ R
T:=*fP

Reprenons les valeurs de ^4, B
}
C, relatives aux points exté-

rieurs , et données dans le n°. 2
,

'dp.dq. sm.p.cos.p.^R

B^.ff

L

dp .dq .sin.
s
p .cos. q .\/R

I '

pp dp .dq.s'm?p.s'm.q.\/~R

* = 2 -JJ
—
J— '

Puisqu'aux limites des intégrales, on a ^/i?= o, il est facile de

voir qu'en prenant les premières différences de PT, -^, B , C, par
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rapport à l'une quelconque des six quantités a,b,c,k,metn,
on peut se dispenser d'avoir égard aux variations des limites , en

sorte que l'on a, par exemple,

fdV\ rrj 7 • V« T—(

\lï)
= 2

'-^ p y '
aitLJP

*

) C
'

t,. , i
/->dp. sin. p. I .i/R t -, » !

car l'intégrale / — ^~—-— est, vers ces limites, a tres-peu"

i
près proportionnelle à H 2

, ce qui rend nulle, sa différentielle à ces

limites. Cela posé , il est aisé de s'assurer par la différentiation

,

que si pour abréger , on fait

a.^t+ b.B+ c. C= F;

on aura entre les quatre quantités B, C, F et V, l'équation sui-

vante à différences partielles,

On peut éliminer de cette équation, les quantités B, Cet F, au

moyen de leurs valeurs ~{^)- (^) et-"'(^)-è-(ï)

— c.( —— 1 • on aura ainsi une équation aux différences partielles

en Jf seul. Soit donc

3 . \/ mn

31 étant par le n°. i , la masse du sphéroïde elliptique ; et au lieu

des variables m et n , introduisons celles-ci , 9 et •ar, qui soient telles

que l'on ait

*' Z 1— m\ -, f 1—n\ ,

1 = (—)•* - ' = (—)•*
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ô sera la différence du quarré de l'axe du sphéroïde

,
parallèle aux y,

au quarré de l'axe parallèle aux x ; ts sera la différence du quarré

de l'axe des z, au quarré de l'axe des x ; en sorte que si l'on prend

pour l'axe des x , le plus petit des trois axes du sphéroïde
;
\/Tel \f^*

seront ses deux excentricités. On aura ainsi,

\dm/ [m* X dï J a m) '

\dnj [n* \di? ) an J

Jf étant considéré dans les premiers membres de ces équations

,

comme fonction de a , b, c, h \ me\,n; et y étant considéré dans

leurs seconds membres, comme fonction de a, Z>, c, 8, « et k.

Si l'on fait,

on aura F=— M.Q , et l'on aura les valeurs de h . ( —
J

, (
—-

J 5

(-—
J,

en changeant dans les valeurs précédentes de M"rr)>

(
-—

) et ( —
) , p dans — Q. De plus, V z\ .F sont des fonctions

\dm J \dn J

homogènes en a, b , c , k
,

\/~T et j/ï , de la seconde dimension
;

car Pr
étant la somme des molécules du sphéroïde , divisées par

leurs distances au point attiré , et chaque molécule étant de trois

dimensions; /^est nécessairement de deux dimensions, ainsi que F
qui a le même nombre de dimensions que V$ v et Q sont donc des

fonctions homogènes des mêmes quantités , de la dimension— ij

ainsi l'on aura par la nature des fonctions homogènes

,

équation que l'on peut mettre sous cette forme

,

?9'(^)+ 2K^) +k
'(^)

=~ V^ Q-

on
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On aura pareillement

,

cela posé ; si dans l'équation (1) , on substitue au lieu de fet de F,

et de leurs différences partielles , leurs valeurs précédentes ; si de

plus , on y substitue ; -. au lieu de m. et -—— au lieu de n,1
'

J
fe
a 4- û

' ' ka+ ™
on aura

o=,.+,+,;.[, + , Ç- i.{ a.(g) +,(^) +,(^)]]

6. Concevons la fonction v réduite dans une série ascendante

par rapport aux dimensions £, \/Tet \Z™, du sphéroïde , et par

conséquent, descendante relativement aux quantités a, b, c : cette

suite sera de la forme suivante
,

P=UW+W')+UW+U^+ &c.
;

Z/W, W\ U^\ &c, étant des fonctions homogènes de a, b, c, k, [/»

et i/^â", et séparément homogènes relativement aux trois pre-

mières , et aux trois dernières de ces six quantités ; les dimen-

sions relatives aux trois premières , allant toujours en diminuant

,

et les dimensions relatives aux trois dernières, croissant sans cesse.

Ces fonctions étant de la même dimension que v , elles sont toutes

de la dimension — 1.

Si l'on substitue dans l'équation (2) , au lieu de v , sa valeur

précédente en série ; si l'on nomme s, la dimension de £7W en

k, \/
rfeï \Z~™, et par conséquent — s— 1 , sa dimension en a, b, c ;

si l'on nomme pareillement s, la dimension de Z7
(l+1

^ en £, j/T

et iA*> et par conséquent, — 5'— 1 , sa dimension en a, b, c; si

l'on considère ensuite que par la nature des fonctions homogènes,

on a

Mécan. cél. Tome II. C
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/JZ7o-+-o\ /Jî/ch-o\ /Jt/CH->)\

on aura, en rejetant les termes d'une dimension supérieure en

k, j/T et t/^j à celle des termes que l'on conserve
y

jfs+1;. 4..(_r)_^1?, 8..(_a
_V

(
.+ .,= ;_fs+0 .,..(

;

^_(i±i_^,+^.^, I . (3 )u

'd mo
de

Cette équation donne la valeur de £AÎ+I
), au moyen de U^ et de

ses différences partielles ; or on a

i

ui°y.

puisqu'en n'ayant égard qu'au premier terme de la série , nous

avons trouvé dans le n°. 4

,

MV=

en substituant donc cette valeur de U^ dans la formule précé-

dente , on aura celle de U^ ; au moyen de celle de U^ l

\ on aura

celle de U^\ et ainsi de suite. Mais il est remarquable qu'aucune de

ces quantités ne renferme h; car il est clair par la formule (5),

que E/
(o

) ne renfermant point £, U^ ne le renfermera pas; que

U^ ne le renfermant point, U^ ne le renfermera pas, et ainsi

du reste; en sorte que la série entière U^+U^+ U^+ &c.

,

est indépendante de k, ou, ce qui revient au même, f — ) =o.

Ees valeurs de*;, —
( J" ) '

—
( jâ ) '

— (t'I) sont donc les mêmes

pour tous les sphéroïdes elliptiques semblablement situés , et qui
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ont les mêmes excentricités yTet \fïf ; or —M.[ — J,—M. (—
J,

— iïi. f — j expriment par le n°. 4, les attractions du sphéroïde

parallèlement à ses trois axes ; donc les attractions de différens

sphéroïdes elliptiques qui ont le même centre , la même position

des axes , et les mêmes excentricités , sur un point extérieur , sont

entre elles comme leurs masses.

Il est aisé de voir par la formule ( 5 ) ,
que les dimensions de

Z7tc
0, t/"^ JJ^\ &c. , en \/l et \T^ , croissent de deux en deux

unités, en sorte que s=2i , s'= 2 i+_2 ; on a d'ailleurs
,
par la

nature des fonctions homogènes

,

cette formule deviendra donc

( /dmo\ , /duw\ "}

UQ+*J=J V d& J \ ab / 1.(4)

(—faï+i;.c»./^^— i.C3i+i;.{fl+C2i+i;.*}.c/w \

On aura, au moyen de cette équation, la valeur de p, dans une

série qui sera très-convergente , toutes les fois que les excen-

tricités y/T et sf™ , seront fort petites , ou lorsque la distance

V a*+ b*+c* du point attiré au centre du sphéroïde, sera fort

grande relativement aux dimensions du sphéroïde.

Si le sphéroïde est une sphère , on aura 9= o , et if= o , ce qui

donne U^=o , Z7W— o , &c.
;
partant

«,= Z7W= .

\/ a" + b*+ c*

et

TT
M

{/ a2 + b* + ca

d'où il suit que la valeur de /^est la même que si toute la masse

de la sphère étoit réunie à son centre , et qu'ainsi , une sphère

attire un point quelconque extérieur , comme si toute sa masse

C a
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étoit réunie à son centre ; résultat auquel nous sommes déjà par-

venus dans le second Livre , n°. 12.

n . Lapropriété de la fonction v, d'être indépendante de &, fournit

un moyen de réduire sa valeur, à la forme la plus simple dont elle

est susceptible; car puisque l'on peut faire varier à volonté k , sans

changer cette valeur
,
pourvu que l'on conserve au sphéroïde, les

mêmes excentricités \/T et \/~™ ; on peut supposer h tel que le

sphéroïde soit infiniment applati , ou tel que sa surface passe par le

point attiré. Dans ces deux cas , la recherche des attractions du

sphéroïde se simplifie ; mais comme nous avons déterminé pré-

cédemment, les attractions des sphéroïdes elliptiques, sur des points

placés à leur surface ; nous supposerons h tel que la surface du

sphéroïde passe par le point attiré.

Si l'on nomme h.', m', ri relativement à ce nouveau sphéroïde

,

ce que nous avons nommé &, m , n , dans le n°. 1 ,
par rapport au

sphéroïde que nous avons considéré jusqu'ici; la condition que

îe point attiré est à sa surface , et qu'ainsi , a , b } c } sont les

coordonnées d'un point de cette surface , donnera

et puisque l'on suppose que les excentricités \/T gï [/~&
, restent

les mêmes , on aura

d'où l'on tire

m = —
i n'=

on aura donc pour déterminer &', l'équation

a* + —^—.b* +~— .c
5 = £' 2

: (5)

il est aisé d'en conclure qu'il n'y a qu'un sphéroïde dont la sur-

face passe par le point attiré , 9 et « restant les mêmes. Car si

l'on suppose , ce que l'on peut toujours faire
,
que S- et -sr soient posi-

tifs ; il est clair qu'en faisant croître dans l'équation précédente,

A'
2
, d'une quantité quelconque, que nouspouvons considérercomme
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une partie aliquote de £'% chacun des termes du premier membre
de cette équation , croîtra dans un rapport moindre que h"; donc

si dans le premier état de h'*, il y avoit égalité entre les deux

membres de cette équation , cette égalité ne subsistera plus dans

le second état ; d'où il suit que h'* n'est susceptible que d'une seule

valeur réelle et positive.

Maintenant, soit M! là masse du nouveau sphéroïde ; soient ^',

B\C, ses attractions parallèlement aux axes des a , des b et des c;

si l'on fait

1 — m' 1 — n'
:*-,- —-r-=x*j

, + h'^.x 1
)

*

_ C x*dxF= /—=
on aura par le n°. 5 y

/dxFX nl __ 5c.M' fd.K'F\_Za.M'F T><—ZhM ' fd - KF \ ~. S*.M" /d.x'F*

En changeant dans ces valeurs de ^', B\ C, M' en M ; on aura

par le n°. précédent, les valeurs de _^/, B, C, relatives au pre-

mier sphéroïde ; or les équations

donnent

&}'**:> (^>*~
6 ,. '0

A*= — • a'
s = — ;

&'* étant donné par l'équation (5) ,
que l'on peut mettre sous cette

forme T

o=A' s-^a»+ô ,+ci
-9-*;.it'*-{{'a !,+c !,

;.9+r«
i+* a^-^}-*"-a a

-K-

on aura donc

. 5a.

M

3b.M fd.KF\ „ Zc.M /d.?.'F\

Ces valeurs ont lieu relativement à tous les points extérieurs au

sphéroïde
; et pour les étendre à ceux de la surface , et même aux

points intérieurs , il suffit d'y changer h' en h.
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Si le sphéroïde est de révolution, en sorte que Q= w; l'équa-

tion (5) donnera

2 k'* = a* + b l -\-c*— fl + l/fa' + ô»+ <;»— fl/+ 4 a«.fl ;

et l'on aura par le n°. 5 ,

3a.M
"* =T^ "

' A ~" ang * tan§- K ' ;

36.M f * )

-" = -77^—:• ans. tans.*- — >/

3c.M f * 1
C = -——-. ans. tans. a. >.

Nous voilà donc parvenus à une théorie complète des attractions

des sphéroïdes elliptiques; car la seule chose qui reste à désirer
,

est l'intégration de l'expression différentielle de F, et cette inté-

gration dans le cas général , est impossible , non-seulement par les

méthodes connues , mais encore en elle-même. La valeur de Fi\q

peut pas être exprimée en termes finis, au moyen de quantités algé-

briques , logarithmiques ou circulaires , ou ce qui revient au

même
,
par une fonction algébrique de quantités dont les exposans

soient constans , nuls ou variables. Les fonctions de ce genre étant

les seules que l'on puisse exprimer indépendamment du signe /*;

toutes les intégrales qui ne peuvent pas être ramenées à des fonc-

tions semblables , sont impossibles en termes finis.

Si le sphéroïde elliptique n'est pas homogène , et s'il est composé

de couches elliptiques variables de position , d'excentricités et de

densité, suivant une loi quelconque; on aura l'attraction d'une

de ses couches , en déterminant par ce qui précède , la différence

des attractions de deux sphéroïdes elliptiques homogènes de même
densité que cette couche , dont l'un auroit pour surface , la sur-

face extérieure de la couche , et dont l'autre auroit pour surface

,

la surface intérieure de cette même couche. En sommant ensuite

cette attraction différentielle, on aura l'attraction du sphéroïde

entier.
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CHAPITRE IL

Du développement en série , des attractions des sphéroïdes

quelconques,

8. Cjonsidérons généralement les attractions des sphéroïdes

quelconques. Nous avons vu dans le n°. 4 ,
que l'expression y.

de la somme des molécules du sphéroïde , divisées par leurs dis-

tances au point attiré , a l'avantage de donner par sa différentia-

tion , l'attraction de ce sphéroïde parallèlement à une droite quel-

conque. Nous verrons d'ailleurs , en traitant de la figure des

planètes
,
que l'attraction de leurs molécules se présente sous cette

forme , dans l'équation de leur équilibre ; nous allons ainsi , nous

occuper particulièrement de la recherche de Jf.

Reprenons l'équation du n°. 4.

r dM

J y/(a—xy
r=

cy+(b-y)* + (c— z)*

a,b, c, étant les coordonnées du point attiré ; x, y , z, étant celles

de la molécule dM, du sphéroïde ; l'origine des coordonnées étant

dans l'intérieur du sphéroïde. Cette intégrale doit être prise rela-

tivement aux variables x, y, z, et ses limites sont indépendantes

de a, b, c; on trouvera cela posé, parla différentiation

,

équation à laquelle nous sommes déjà parvenus dans le second

Livre, n°. 11.

Transformonsles coordonnées, en d'autres plus commodes. Pour
cela, soit r, la distance du point attiré, à l'origine des coordon-

nées ; 8 l'angle que le rayon r fait avec l'axe des a ; <& l'angle que le

plan formé par le rayon et par cet axe , fait avec le plan des axes

des a et des b ; on aura

a=r.cos. S- b= r.sin.Lcos. & j c = r.sin. fl.sin. &*
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Si l'on nomme pareillement R ,

9' et -s-', ce que deviennent r, 9 et vf

relativement à la molécule dM du sphéroïde ; on aura

.r= i?.cos.9'y y= R.sin.Q' .cos.tr' ; z= R. sin. 9'.sin.^'.

D'ailleurs, la molécule dM du sphéroïde est égale à un parallélé-

pipède rectangle dont les dimensions sont dR, Rdô', Rdvr'.smJ',

et par conséquent elle est égale à p.R^.dR.dô'.d'&'.sin. 9', p étant

sa densité ; on aura ainsi

,

r^ PCP p.R t .dR.dè'.d<sr'.s\nJ'

y f—arR. {cos.9 . cos.é'-j-sin.ô .sin.ô'.cos/'a'—«Jl +^ 2

l'intégrale relative à R devant être prise depuis R= o
,
jusqu'à la

valeur de R, à la surface du sphéroïde ; l'intégrale relative à <n\

devant être prise depuis <m'= o
,
jusqu'à <s

/ égal à la circonférence;

et l'intégrale relative à 9', devant être prise depuis 9' =o
,
jusqu'à 9'

égal à la demi - circonférence. En différentjant cette expression

de V) on trouvera

(ddV\
/ddV\ cos.i /dV\ \d*»J fdd.rV\ , ,o=v^J+^-w+~-^- +ri"^~J ; (2)

équation qui n'est que l'équation ('î^ transformée.

Si l'on fait cos.9= ^, on peut lui donner cette forme,

r ^ S
+^ + ' ,W' c;

Noussommes déjà parvenus à ces diverses équations, dans le second

Livre, n°. il,

Q. Supposons d'abord le point attiré, extérieur au sphéroïde.

Si l'on réduit V en série , elle doit être dans ce cas , descendante

par rapport aux puissances de r , et par conséquent de cette forme

,

[K<0 Z7CO Z/OO Z7C3)V= +—+—+ -7~1- &C.
r y

%
' r T*

En substituant cette valeur de /^dans l'équation (5) du n°. pré~

cédent , la comparaison des mêmes puissances de r
7
donnera, quel

que soit i
j

o==
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°=Li-
J \**)i\ + \ d '- ' +i. (i+,).um.

v. #/< ) 1 — ftp.

Il est clair par la seule expression intégrale de f
r

i
que U^

est une fonction rationnelle et entière de y-, Vi— ^".sin. &*

et Vi— ft'.côs.'ar, dépendante de la nature du sphéroïde. Lorsque

i= o, cette fonction se réduit à une constante ; et dans le cas de

i= 1 , elle est de la forme

H.p-\-H' . V 1 — ^-.sin. <e-\-H". Vi— i^'.cos.v /

H, H', H" étant des constantes.

Pour déterminer généralement Z7W, nommons Tle radical

1

\/f-— 2 Rx. { cos. . cos. S'+ sia. fl . sin. ô'. cos.(V— -et) } + R%

nous aurons

ccjf {f*--w>.-(g)U (%)
|

/jg-rn

Cette équation subsisterait encore , en y changeant fl en fl', « en -o-',

et réciproquement
;
parce que T est une pareille fonction de fl' et

de «•', que de 9 et de v>.

Si l'on réduit T, dans une suite descendante relativement à rj

on aura

nc°) r R* R3

QW étant
,
quel que soit i , assujéti à cette équation

,

C d[j. ) 1 — [*!*

et de plus , il est visible que Q® est une fonction rationnelle et

entière de /*, et V \— /*
a .cos.(V

—

v) : Q 1-^ étant connu, on aura

27w, au moyen de l'équation

U^=fP
.Ri+\dK.dv'.dô f

. sinJ'.QV.

Supposons maintenant le point attiré, dans l'intérieur du sphé-

Mécan. cél. Tome II. D
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roïde ; il faut alors développer l'expression intégrale de /^ dans

une suite ascendante par rapport à /', ce qui donne pour V^ une

série de cette forme
,

^=ç^+ r.v^ + r\p^ + r\pW+ &c. ;

*>W étant une fonction rationnelle et entière dey. , V 1— ^".sin.'sr,

et V i—^Vébs.'sr, qui satisfait à la même équation aux différences

partielles que ETW, en sorte que l'on a

0==H ri~^;w; A"^") ,
•>•,

i »i —i —> ; l -1

( +^ < +ï.(i+ îj.^w.

Pour déterminer ^ l

^, on réduira le radical T, dans une suite

ascendante par rapport à r, et l'on aura

R v
R-

v K 3 v
iï*

'

les quantités Q(o)
, Q( '\ QW, &c. , étant les mêmes que ci-dessus

;

on aura donc,

. .. r p . dR .dm'. de'

.

sin. S" .
ÇCO

4*l>=f - »

Mais comme l'expression précédente de 31
, n'est convergente, qu'au-

tant que H est égal ou plus grand que r ; la valeur précédente

de fft n'est relative qu'aux couches du sphéroïde, qui enveloppent

le point attiré. Ce point étant extérieur par rapport aux autres

couches; on déterminera la partie de Z7", qui leur est relative, par

la première expression de jf en série.

10. Considérons d'abord les sphéroïdes très-peu différens de la

sphère , et déterminons les fonctions U^°\ Z7
(l)

, £/w , &c. , v^°\

v^'\ v^ , &c. , relatives à ces sphéroïdes. Il existe une équation

différentielle en V^ qui a lieu à leur surface, et qui est remarquable,

en ce qu'elle donne le moyen de déterminer ces fonctions , sans

aucune intégration.

Supposons généralement, la pesanteur proportionnelle à une

puissance n, de la distance; soit d31, une molécule du sphéroïde,

et^sa distance au point attiré ; nommons^ l'intégralef^f"
+x

• dM,
cette intégrale s'étendant à la niasse entière du sphéroïde. Dans
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le cas de la nature , où n=— -2
, elle devient f—r--, et nous l'avons

pareillement exprimée par V^ dans les nos
. précédeus. La fonc-

tion Va. l'avantage de donner par sa différentiation , l'attraction

du sphéroïde, parallèlement àjune droite quelconque; car en'

considérant f, comme une fonction de trois coordonnées du point

attiré
,
perpendiculaires entre elles , et dont l'une soit parallèle

à cette droite ; si l'on nomme r , cette coordonnée ; l'attraction du

sphéroïde suivant r, et dirigée vers son origine , sera/'./''
1

•
( t-

) • dM;

elle sera par conséquent égale a .1 -r— 1 , ce qui dans le cas de

la nature, se réduit à — \~T~)-> conformément à ce que nous

avons trouvé précédemment

Supposons maintenant que le sphéroïde diffère très-peu d'une

sphère du rayon a, dont le centre soit sur le rayon r perpendi-

culaire à la surface du sphéroïde , l'origine de ce rayon étant sup-

posée arbitraire , mais très-près du centre de gravité du sphéroïde;

supposons de plus que la sphère touche le sphéroïde , et que le

point attiré soit au point de contact des deux surfaces. Le sphéroïde

est égal à la sphère plus à l'excès du sphéroïde sur la sphère
;

or on peut concevoir cet excès , comme étant formé d'un nombre

infini de molécules répandues sur la surface de la sphère , ces

molécules devant être supposées négatives, par-tout où la sphère

excède le sphéroïde ; on aura donc la valeur de Jft en détermi-

nant cette valeur , i°. relativement à la sphère ; 2 . relativement à

ces diverses molécules.

Par rapport à la sphère , V est une fonction de a
,
que nous

désignerons par ^4. : si l'on nomme ensuite dm , une des molé-

cules de l'excès du sphéroïde sur la sphère , et f, sa distance au

point attiré ; la valeur de /^relative à cet excès , sera.f.f"
+1

. dm;
on aura donc pour la valeur entière de j?] relative au sphéroïde

,

fi
r
=^t+f.f'

+, .dm.

Concevons que le point attiré s'élève de la quantité infiniment

petite dr, au-dessus de la surface du sphéroïde et de la sphère,

13 2
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sur le prolongement de r ou de a; la valeur de ^relative à cette

nouvelle position du point attiré, deviendra P^+i— j.drj M
augmentera d'une quantité proportionnelle à dr, et que nous

représenterons par ^i' .dr. Déplus, si l'on nomme y, l'angle formé

parles deux rayons menés du centre de la sphère , au point attiré

et à la molécule dm; la distance f de cette molécule au point

attiré , sera dans la première position de ce point , égale à

v 2a2
.fi

—

cos. y) ; dans la seconde position, elle sera

V (a + dry—-la. (a -f drj

.

cos.>--l- a%

ou fj 1+—\; l'intégrale f.f"
+1 .dm , deviendra ainsi,

on aura donc

en substituant au lieu de f.f"
+l »dm, sa valeurV—^, on aura

|^=^_i!±lâH
.f=£0>,

(x)
\dr J ses a a

Dans le cas de la nature , l'équation (1) devient

La valeur de V relative à la sphère du rayon a, est par le n°. 6

,

',

,
4tt.cz3 .

4t. a* 4-ra
égale a —-— , ce qui donne ^=—-— ; ^2 = —-/ on aura

donc

~ a\^)=-T-+^ i (2)

On doit observer ici
,
que cette équation a lieu

,
quelle que soit la

position de la droite r, et dans le cas même où elle ne seroit pas

perpendiculaire à la. surface du sphéroïde
,
pourvu qu'elle passe

fort près de son centre de gravité ; car il est facile de voir que

l'attraction du sphéroïde, décomposée suivant ces droites, et qui,

comme on l'a vu , est égale à — (
—

J
, est

,
quelle que soit leur
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position , toujours la même , aux quantités près de l'ordre du

quarré de l'excentricité du sphéroïde.

1 1 . Reprenons maintenant-, l'expression générale de y_ du

n°. g , relative à un point attiré extérieur au sphéroïde
,

Z7C°) Z7C0 E/00

r r
2 r

la fonction U^ étant, quel que soit £
t
assujétie à l'équation aux

différences partielles ,

)d. {(1— V-V-). \—, )\\ , ; )°=}-1 -AJlL.UÏ + \ d *'
'+i.(nrl ).uv.

f a y. j 1 — [A[j.

On aura, en différentiant la valeur de /^~, par rapport à r7

(dV\ UM z,.UO? 3. îK a )

&c.
dr ) r

2
r 3

' r*

Représentons par a.(i + *y) , le rayon mené de l'origine de r,

à la surface du sphéroïde, a. étant un très-petit coefficient cons-

tant, dont nous négligerons le quarré et les puissances supérieures

et j étant une fonction de f* et de *i£, dépendante de la nature du

sphéroïde. On aura aux quantités près de l'ordre a., f=J—!L ,

or '

d'où il suit que clans l'expression précédente de f, i°. la quan-
(

/Çt . a3

tité Z7W est égale a —-— ,
plus à une très-petite quantité de l'or-

dre a , et que nous désignerons par ZJ'^y 2 . les quantités £A' 5

U^\ &c, sont très-petites de l'ordre a. En substituant a.(i+*y)

au lieu de ?•, dans les expressions précédentes de /'"et de—(——)

et en négligeant les quantités de l'ordre a%- on aura relativement

à an point attiré placé à la surface

,

U'M Z7CO Z7C»>
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Si l'on substitue ces valeurs, clans l'équation (2) du n°. précédent;

on aura
J7'C°) 3.I7CO 5.C/W 7:u<n „

4«7r.a2.i/= "H 1 1
1- &c. :^ a a? a s et

Il suit de-là que la fonction y est de cette forme

,

J=TW + r( |

)-i-r(=)+7(
3)+ &c.

;

les quantités Y^\ T}% Y^\ &c, étant ainsi que W Q
\ U^ l

\ U^\ &c,

assujéties à celte équation aux différences partielles,

1 ftfC

cette expression de y n'est donc point arbitraire, mais elle dérive

du développement en série , des attractions des sphéroïdes. On
verra dans le n°. suivant

,
que .y ne peut se développer ainsi, que

d'une seule manière; on aura donc généralement, en comparant

les fonctions semblables

,

21 + 1

d'où l'on tire
,
quel que soit r

,

Il ne s'agit donc plus, pour avoir V, que de réduire y , sous la

forme que nous venons de lui supposer ; nous donnerons dans la

suite , une méthode fort simple pour cet objet.

Si l'on avoit y'==Y® , la partie de /^relative à l'excès du sphé-

roïde sur la sphère dont le rayon est a , ou , ce qui revient au

même , relative à une couche sphérique dont le rayon est a , et

„, . . 4^.c+3 .y«
1 épaisseur *ay, seroit :

——— ,• cette valeur seroit
,
par1 J ' (zi+ i).r'+ x l

conséquent
,
proportionnelle hy ; et il est visible que ce n'est que

dans ce cas, que cette proportionalité peut avoir lieu.

12. On peut simplifier l'expression Y^+Y^+ Y^-h &c.

,

de y, et en faire disparoître les deux premiers termes, en prenant

pour a , le rayon d'une sphère égale en solidité , au sphéroïde

,
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et en fixant l'origine arbitraire de r , au centre de gravité du sphé-

roïde. Pour le faire voir , nous observerons que la masse M du

sphéroïde supposé homogène, et d'une densité représentée par

l'unité , est par le n". 8 , égale k/R* . dR . dy.d& , ou à j ./R
'3

. dy . d™
,

R' étant le rayon R prolongé jusqu'à la surface du sphéroïde. Eu
substituant pour R\ sa valeur a.(i-\-ay) , on aura

M= —-—-4- " a' .fy dy.d^.

Il ne s'agit donc que de substituer pourj/> savaleur Y^+ Y^ + &c.

,

et d'effectuer ensuite les intégrations. Voici pour cet objet , un
théorème général et fort utile dans cette analyse.

« Si Y^ et Z^1") sont des fonctions rationnelles et entières de y,

B \/i—

^

5
.sin. ts , et ki— jt/.^.cos.'a-, qui satisfont aux équations

» suivantes,

» o

» o =

\^-^mim^
dy. \ 1 — yy

f /dZtn\ 1 ) (AdZWÏ

F ' +U(i*\},X«?;

+ ï.(ï+i).Z^sdy \ î —yy
« on a généralement,

» fY^.Z{i,).dy.d^= o,

» lorsque i et i' sont des nombres entiers positifs différens entre

» eux ; les intégrales étant prises depuis y=— i
, jusqu'à y = i

,

» et depuis ^= o
,
jusqu'à « == 2 tj-, 2ï étant la circonférence dont

» le rayon est l'unité »

.

Pour démontrer ce théorème , nous observerons qu'en vertu de

la première des deux équations précédentes- aux différences par-

tielles, on a

fY«.Zndy.d, =--!-fZV. \
cL

{

Cl-!^-(^)}idy,l,,

^ _L_/ , du. . dv ;
l —yy
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or on a, en intégrant par parties relativement à //,

,L s (
dz00\\l

/ ^y- 3

et il est clair que si l'on prend l'intégrale depuis//.=— 1
,
jusqu'à

[j.= i , le second membre de cette équation se réduit à son der-

nier terme. On a pareillement, en intégrant par parties, relative-

ment à '3T,

et ce second membre se réduit encore à son dernier terme, lors-

que l'intégrale est prise depuis <&= o
,
jusqu'à s= 25-, parce que les

valeurs de Y<-
1

\ i —,—
J

, Z^ et (
—

J
sont les mêmes à ces

deux limites ; on aura donc ainsi

,

, V , f, ï fdzQ0\W fddzvy\)

fY'^Z^Kd.ul^-^r^.fY^.d^d^Jl d'[( l-^\-^r)\
) +

\-^r)h

d'où l'on tire , en vertu de la seconde des deux équations précé-

dentes aux différences partielles

,

f¥® .Z^ dy. . d* ==
l
':[

1
'+1

!-fY^ . Z$'>. dy. . dv ;

on a donc
o=fY^.Z^.dy.d^,

lorsque i est différent de il,

De-là, il est aisé de conclure que y ne peut se développer que

d'une seule manière, dans une série de la forme Y^0)+Y^+Y^
+ &e. j par on a généralement

,

fy.Z(
iKdn.dv=fY^.ZU.dn.dv;

Si
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si l'on pouvoit développer y dans mie autre série, Y^+Y^-i-
Yy>+ &c, de la même forme; on auroit

partant

f.Y®.Z®.di*.d*r=fYW.ZV.dt*.d'v;

or il est facile de voir que si l'on prend pour Z^ , la fonction la

plus générale de son espèce , l'équation précédente ne peut sub-

sister que dans le cas où Y& = Y^ ; la fonction y ne peut donc se

développer ainsi, que d'une seule manière.

Si dans l'intégrale fydy..d<a , on substitue pour^, sa valeur

y(p)+7W+.7W+&c; on aura généralement, o =fY {
-
l
KdiJ..d™,

i étant égal ou plus grand que l'unité ; car l'unité qui multiplie

dfj-.dvr, est comprise dans la forme Z^, qui convient à toute quan-

tité constante, ou indépendante de y. et de <w. L'intégrale Jy.dy..dv

se réduit donc kfY^dy.d^, et par conséquent à év.Y^; on a

donc

M=^.a3 -hk*7r.a\YW;

ainsi , en prenant pour a , le rayon de la sphère égale en solidité
%

au sphéroïde; on aura l"~W = o, et le terme Y^ disparoîtra de

l'expression de y.

La distance de la molécule dM , ou R i .dR.dp.d'& , au plan du

méridien d'où l'on compte l'angle^, est égale à R. V \—/^.sin.'s-j

la distance du centre de gravité du sphéroïde à ce plan, sera

donc fKdR . d[j. .dw . V 1—1>? . sin.m-3 et en intégrant par rapport à R,

elle sera ^.fR % .dy..d^. V \—^.sin.-sr, R' étant le rayon R pro-

longé jusqu'à la surface du sphéroïde. Pareillement, la distance

de la molécule dM , au plan du méridien perpendiculaire au pré-

cédent, étant R. V 1— ^.cos. ^ ; la distance du centre de gravite

du sphéroïde, à ce plan, sera {.fR^.dp.dvr. V 1— ^.cos.'s-. Enfin

la distance de la molécule dM , au plan de l'équateur, étant y;
la distance du centre de gravité du sphéroïde , à ce plan , sera

~.fR'Ky..dy..d™. Les fonctions p., V 1

—

[S.s'm.ir, et V 1—

^

a .cos.^

Mécan. cil,. Tome II. E
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• sont de la forme Z{l\Z{i

î étant assujéti à l'équation aux différences

partielles

,

jp^fflïi m
d[J. ) I jJL(S.

Sil'on conçoit i?'
4 développé dans la suite N^+N^+ N,^+ &c.

,

' iV"w étant une fonction rationnelle et entière de /*, V \—/*
a.sku*,

Vi—^.cos.'sr, assujétie à l'équation aux différences partielles,

I dp. \ i—M*

les distances du centre de gravité du spliéroïde, aux trois plans

précédens, seront en vertu du théorème général que nous venons

de démontrer,

| .fN^.dp.d™. Vl—(S. sin. -a ;

^./N^hdp.dv. V 1— (S.COS.'zr;

j.f]y
r(-'Kp.dy..d'Br.

ÎV(,) est par le n°. 9, de Ja forme A .p+B.V 1— ^.sin.^

+CYi—^.cos.^, si, B, C étant des constantes ; les distances

*7T 1T *JT . .

précédentes deviendront ainsi ,
— .B, — -C, — + si. La position

du centre de gravité du sphéroïde , ne dépend ainsi que de la

fonction iV (,)
," ce qui donne un moyen très-simple pour la déter-

miner. Si l'origine du rayon K est à ce centre ;
cette origine étant

sur les trois plans précédens , les distances du centre de gravité à

ces plans, seront nulles, ce qui donne -^=0, .5= o, C= o,

partant iV (, )=:o.

Ces résultats ont lieu
,
quel que soit le sphéroïde r lorsqu'il est

très-peu différent d'une sphère , on a R = a . (1 + *y) ,
et

i?'*= «Vi+4d/;; ainsi, jetant égal à rW+J(')+ fW+ & c.;

on a N^=^aai.Y^ i la fonction r' 1

) disparaît donc de l'ex-

pression dey , lorsque l'on fixe l'origine de R'
}
au centre de gra-

vité du spliéroïde.



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE III 55

10. Concevons maintenant le point attiré , dans l'intérieur du

sphéroïde : nous aurons par le n°. 9 ,

r=v^+ r.v^+ i*.vW+r\vW+ &c.
;

f,dR.d<sr'.dè'.sin.Q'.QW

J R'-'

Supposons que cette valeur de /^soit relative à une couche dont

la surface intérieure soit sphérique et du rayon a , et dont le rayon

de la surface extérieure soit a. (1 + a.y) ; l'épaisseur de cette couche

sera a ay. Si l'on désigne par y', ce que devient y , lorsque l'on y
change 9 et & , dans 9' et &'; on pourra

;
en négligeant les quantités

de l'ordre a3
, changer r en a, et dR en <*<ay\ dans l'expression

intégrale de v® ; on aura ainsi

,

viï^-ï-.fy.dv'.dV.sm.ô'.QV

Relativement à un point placé à l'extérieur du sphéroïde , on a par

le n°. 9

,

z/c°) z/co r/co
JT = +_+_+ &c;

r r1 r3

U®=ifI$**.dR.d*?.dV.sm. 0'. Q^ ;

si l'on suppose cette valeur de V, relative à une couche dont le

rayon intérieur est a, et dont le rayon extérieur est a. (1 + «yO j on

aura

Z7«= *.ai+\fy' . d «/.dfl'.sin. fl'. Q^ ;

partant
I7CQ

p®=
r,2.i~\-l

on a par le n°. 1 1

,

donc

Uii)==
4^-^.Y^

,(*)=

zi-\-

1

(2i+l).fï-'''

ce qui donne

{ 3a ba* j

H faut ajouter à cette valeur de V
y
celle qui est relative à la couche

E 2
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spkérique , de l'épaisseur a— r

,
qui enveloppe le point attiré

,

plus celle qui est relative à la sphère du rayon r , et qui est au-

dessous du même point. Si l'on fait cos. 9'= f/, on aura par rap-

port à la première de ces deux parties de /-^

r dR.dv'.du'.WO
*>«= / ——— ;J Ri-} >

l'intégrale relative à (jI devant être prise depuis y!=— 1
,
jusqu'à

y.= i. En intégrant par rapport à M, depuis M = r, jusqu'à i?= a,

on aura

i& — -4r. f —) .fcW. dp'. Q~©
;

or on a généralement, par le théorème du n°. précédent,

fdv'.dy!. QW= o , lorsque i est égal ou plus grand que l'unité :

lorsque i= o , on a par le n°. 9 , Qw= 1 ; de plus , l'intégration

relative à &', doit être prise depuis ^'=0, jusqu'à w'— Zttj on

aura donc

i»W = 3 7r.Ca
a— r

%
).

Cette valeur de v^ est la partie de Z^
7

", relative à la couche sphé-

xique de l'épaisseur a— r.

La partie de V, relative à la sphère dont le rayon est r, est

égale à la masse de cette sphère , divisée par la distance du point

attiré a son centre ; elle est par conséquent , égale à . En

réunissant ces diverses parties de /^, on aura pour sa valeur

entière

,

^=2^.a3—|^.^+4^.a2.îrw+^-.r^)+^-.rw +-4.r^+&c.]
; r4)

(_
oa b a? 7 a3

J

Supposons le point attiré
,
placé au-dedans d'une couche à très-peu

près sphérique , dont le rayon intérieur est

et dont le rayon extérieur est

a'+ aa'. {Y'(°)+r'W+r'V+ &c.}.

On peut comprendre les quantités a a. Y {0)
, et aà'.T'^, dans

les quantités a et a'; de plus , en fixant l'origine des coordon-

nées
, au centre de gravité du sphéroïde dont le rayon seroit
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fl-f<ta,{YW+ Z"
(I

>+ &c.}, on fera disparaître Y {,)
, de l'expression

de ce rayon ; et alors , le rayon intérieur de la couche , sera de

cette forme

,

et le rayon extérieur sera de la forme

,

a'+ xa'. {Y'^+Y'^+Y'^+bc.}.

On aura la valeur de f, relative à cette couche, en prenant la diffé-

rence des valeurs de P^] relatives à deux sphéroïdes dont le plus

petit auroit la première quantité, pour rayon de sa surface, et

dont le plus grand auroit la seconde quantité
,
pour rayon de sa

surface ; en nommant donc A . ^, ce que devient J t̂ relativement

à cette couche , on aura

( r a r2 r3 /Y'(3) F(3)\ "i

l 3 5 7 \ a a J J

Si l'on veut que le point placé dans l'intérieur de la couche , soit

également attiré de toutes parts ; il faut que A . /^ se réduise à une
constante indépendante de r , S et m ; car on a vu que les diffé-

rences partielles de a. /^ prises par rapport à ces variables , expri-

ment les attractions partielles de la couche, sur le point attiré ; on
a donc alors, Y'( l

) = o, et généralement,

A.f=

f a'V-s

en sorte que le rayon de la surface intérieure , étant donné ; on aura

celui de la surface extérieure.

Lorsque la surface intérieure est elliptique, on a y( 3 )=o,
YW=o, &c. ; et par conséquent Y'^—o , Y'w=o; les rayons

des deux surfaces intérieure et extérieure , sont donc

a.{i+*.rW} ,- a'.{i + *.Y^} ;

ainsi, l'on voit que ces deux surfaces sont semblables et semblable-

ment situées
; ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé

dans le n°. 5.

1 4. Les formules (5 ) et (4) des n os
. n et i5, embrassent toute

la théorie des attractions des sphéroïdes homogènes très-peu 'diffé-

rais de la sphère
; il est facile d'en conclure celle des sphéroïdes
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hétérogènes

,
quelle que soit la loi de la variation de la ligure , et de

la densité de leurs couches. Pour cela , soit a.(i + ay)
, le rayon

d'une des couches d'un sphéroïde hétérogène , et supposons que y
soit sous cette forme , Y^ + Y^+YM + Y^ ]+ &c. ; les coefficiens

qui entrent dans les quantités Y^°\ Y^\ Y^\ &e. , étant des fonc-

tions de a, et par conséquent variables d'une couche à l'autre.

Si l'on différentie par rapport à a , la valeur de V donnée par la

formule ( 3 ) du. n°. 1 1 , et que l'on nomme p, la densité de la couche

dont le rayon est a.(i + ay)
, p étant une fonction de a seul; la

valeur de f^ correspondante à celte couche , sera pour un point

attiré extérieur,

p. ? .d.a* +i^.dAaKY^+ a-.Y^ + ^.Y^+&c\;or r l 3 r 5ra
J

cette valeur sera donc , relativement au sphéroïde entier,

^^.fP.d.^+
4—.fP.d.\a\Y^+^.Y^+ Î.Y^+ ^-3 .F^+ &c.];(5)

or r \ 3r 5ri 7 r
3

)

les intégrales étant prises depuis a= o
,
jusqu'à la valeur de a,

qui a lieu à la surface du sphéroïde, et que nous désignerons

par a.

Pour avoir la partie de V relative à un point attiré intérieur

au sphéroïde ; on déterminera d'abord la partie de cette valeur

,

relative à toutes les couches auxquelles ce point est extérieur.

Cette première partie est donnée par la formule (5), en pre-

nant l'intégrale depuis a= o, jusqu'à a=a, a étant relatif à la

couche sur laquelle se trouve le point attiré. On déterminera

la seconde partie de >P", relative à toutes les couches dans l'in-

térieur desquelles ce point se trouve , en différentiant la for-

mule (4) du n°. précédent
,
par rapport à a ; en multipliant ensuite

cette dinerentielle par p , et en prenant l'intégrale , depuis a= a ,

jusqu'à a= a : la somme de ces deux parties de V sera sa valeur

entière relative à un point intérieur , et l'on aura pour cette

somme

,

^^,/p.^^+^^/p^.{a^Fc») +^.r(o+^.r^+^.^) + &c.}

+^.fe .d.a
i+^7r.fPul.^a\Y^+~.Y^+~.Y^+~.Y^i-&icX,(6)
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les deux premières intégrales étant prises depuis a~o
,
jusqu'à

a = a, et les deux dernières étant prises depuis a= a, jusqu'à

a =a ; il faut de plus , après les intégrations , substituer a au lieu

1 — ety 1 ,

de r, dans les termes multipliés par *, et , au heu de -, dans

1 4" /-

le terme — .fp.d.a.

10. Considérons présentement , les sphéroïdes quelconques.

La recherche de leur attraction, se réduit par le n°. g, à former

les quantités U^ et v^ : on a par le même n°.

,

tito =fP . R*? .dR.dii'. dv' . Q& }

les intégrales devant être prises depuis R= o
,
jusqu'à sa valeur

à la surface, depuis (/!=— 1
,
jusqu'à f*'= i, et depuis «r'= o,

jusqu'à <sr'=2fl-. Pour déterminer cette intégrale, il faut con-

noître Q^\ Cette quantité peut se développer dans une fonction

finie de cosinus de l'angle m— •&'
, et de ses multiples. Soit

e.cos.n(v—&'), le terme de Q {i

\ dépendant de cos. n.(™— ^'),

tétant une fonction de /^etde y.' : si l'on substitue au lieu de Q^l

\
sa valeur, dans l'équation aux différences partielles en QW du

n°. 9; on aura, en comparant les termes multipliés par cos.n. (&-<&'),

celte équation aux différences ordinaires,

d.\(i—w).( -f-)\ „1£

a jj. 1 — (U. y.

Qw étant le coefiicient de —- , dans le développement du radical

1

V 7*—sBr. {p.fc'+v/i—,a'
s

. \/ 1—(^ .cos.(^— is
,

)}-\-R î

Le terme dépendant de cos. n.(tt— <&') , dans le développement de

ce radical, ne peut résulter que des puissances de cos. (-<&— -ra-'),

égales kn, n+ 2, 7Z+4, &c; ainsi, cos. (V— m') ayant pour fac-
/——

—

. . 2
teur V 1— f-% Ê'doit avoir pour facteur (1— y*)'-. Il est facile de

.voir par la considération du développement du radical
,
que Cest

de cette forme

,
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Si l'on substitue cette valeur dans l'équation différentielle en C

,

la comparaison des puissances semblables de y , donnera

I^W— ft— "— 3J + a;.^— n-ag+ i; v(s- l} .

25. (2 J— 2J + lj

d'où l'on tire , en faisant successivement s= i
7
s= 2 , &c. , les

valeurs de ^'), ^W, &c. , et par conséquent,

j- (i-n).(i-n-i) ._„_2 fi—n).(i—n—i).(i-n—z).(i-n—Z) ._„_
4

(t—n)
. (i—n—i ) . (i—n—a) . (i—n—3) (i-n—j) . (i—n-b) ._

n_ 6

z.4.6.(ai^i).(ài—5).(2i—5) '? + °'

^£ est une fonction de y' indépendante de y ; or y et /*' entrant de

la même manière dans le radical précédent , ils doivent entrer de

la même manière dans l'expression de G ; on a donc

l a.(zi-i) J

> étant un coefficient indépendant de y et de // ; partant

,

t 2-(2J-lJ J (_ 2. (ai— 1) J

On voit ainsi que £ se partage en trois facteurs ; le premier indé-

pendant de y et de y' ; le second , fonction de y seul ; et le troi-

sième , fonction semblable en y. Il ne s'agit plus que de déterminer y.

Pour cela, nous observerons que si i— n est pair; on a, en

supposant y= o , et <*'= o

,

7.(1.2.3 fi—n;}
2

_ 7. {i.5-5....(i—n—i ;. 1.5.5 (i-\-n— i)}'

~ {2.4....(i—n).(2~iZi).(zi-3).,..(i+,i+i)}*
~~

~~. {i.3.5. ....fsii-i;}*

Si i—-re est impair, on aura, en ne conservant que la première

puissance de y et de y',

y. y. y' {1.2.3... (i—n)}* _y.y.y'.{i.3.§...(i—n).i.'3.5....(i-l-n)}*

~
{2.4 (i~-n—i).(2i—i).(2i—3) (i+n+2)}*

""

{i.3.5 f2i—1;}»

Le radical précédent devient, en négligeant les quarrés de y et

de y'
y

?

{rs—2#r.cos.f>—O+ iT} 2 +Rr.yy'.{ri—2rll.cos.(v-~<v')+Il>} *j (f)
Si
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Si l'on substitue, au lieu de cos.(V— ™'), sa valeur en exponen-

tielles imaginaires, et si l'on nomme c, le nombre dont le loga-

rithme hyperbolique est l'unité ; la partie indépendante de y-y-

,

devient

Le coefficient de—— . 1 > , ou
i*+ l

i 2 S
loi

de—— .cos. n(ir— &'), dans le développement de cette fonction,

est

fi.i .3.5. • \.(i-\-n— i).i.3-o. • .(i— n— 1)

2.4.6. .. .(i+ n). 2.4.6. .. .(i-n)
'

c'est la valeur de £, lorsque i— n est pair. Eu la comparant à

celle que nous venons de trouver dans le même cas , on aura

y
A. 3. 5 (?i~- 1)\" i.(i-i) (i—n+ i)

2\ 1.2.Z....I / '(iiri).(i+2)....(i+ny

Lorsque n= o , il ne faut prendre que la moitié de ce coefficient,

et alors on a j

(1
,3.5. . . .2 i— A»

1.2.5. ...i )'

R'
Pareillement , le coefficient de .y., y.', cos. n (V— <&'_), dans la

fonction (f) }
est

2.1.3-5 (i+ n). 1.3.5 (i— n)

2.4.6. .. .(i + n— i) .2.4.6 • -(i— n— i)
r

c'est le coefficient de y y?, dans la valeur de £, lorsque l'on néglige

les quarrés de y- et de y', et lorsque i— n est impair. En le corn*

parant à l'expression que nous venons de trouver pour ce coeffi-

cient dans le même cas , on aura

A. 3, 5 (ai— îA* i.(i-i) (i— n + i)

y~ *'\ l.-2.Z....i ) '(î+i).(i + a) (i+ n)''

expression qui est la même que dans le cas de i—n pair. Si n= o,

on aura encore,
A. 3. 5 (ai—iJV

*-{ 1.2.1. ...i )•

Mkcan. cèl. Tome IL F
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10. De ce qui précède, nous pouvons conclure la forme

générale des fonctions Y{i) de /* , V\—^.sin.-^, et \^i—/x\cos. -ar,

qui satisfont à l'équation aux différences partielles

En désignant par C, le coefficient de sin.ra^, ou de cos./z^, dans

la fonction J"W,-. on aura

o=

i? est égal à (i— y.^y multiplié par une fonction rationnelle et

entière de [/. , et dans ce cas , on a par le n°. précédent

,

(.
2.(21—1) J

^") étant une arbitraire ; ainsi , la partie de Y& dépendante de

l'angle n -ar , est

Ci— wfi. jV~"— n) ' (l

.
'\—.^""2+ &c).{^').sin.7i»+jBW.cos.7z»},-

.^w et jB
(n)

étant deux arbitraires. Si l'on fait successivement dans

cette fonction , n= o , n= î , zz= 2 . . . . n— i;\a, somme de toutes

les fonctions qui en résulteront, sera l'expression générale de Y^l

\

et cette expression renfermera 2 z'4-i arbitraires B^°\ ^d^\ B^
,

A^\ B^, &c.

Considérons maintenant , une fonction S , rationnelle et entière

de l'ordre s, des trois coordonnées orthogonales x,y, z. Si l'on

représente par R , la distance du point déterminé par ces coordon-

nées , à leur origine : par 9 , l'angle formé par R , et par l'axe des x

;

et par <&
, l'angle que le plan des x et desy , forme avec le plan pas-

sant par R , et par l'axe des x ; on aura

x= Ry. ; j=R.vi— (t
s .cos.« ; z= R.vi—^.sm.^r.

En substituant ces valeurs dans S, et en développant cette fonc-



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE III. 45

tion , en sinus et cosinus de l'angle ^ et de ses multiples ; si tS" est la

fonction la plus générale de l'ordre s, alors sin./Z'W et cos. n^r,

seront multipliés par des fonctions de la forme

(i—^jr. {^. ^-"+5. /^-"-'--f-C, ^-"-*+ &c.};

ainsi la partie de S , dépendante de l'angle ni* , renfermera

2. (s—n+i) constantes indéterminées. La partie de iS" , dépen-

dante de l'angle -s- et de ses multiples , renfermera donc s. (s+i)

indéterminées : la partie indépendante de &, en renfermera s-f-i
;

S renfermera donc (s+ i)* constantes indéterminées.

La fonction Y^+Y^+YW + Y& renferme pareillement

(s+ i)* constantes indéterminées, puisque la fonction Y^ 1
) en

renferme 2Ï+1; on peut donc transformer S, dans une fonction

de cette forme , et voici la manière la plus simple d'exécuter cette

transformation.

On prendra
,
par ce qui précède , l'expression la plus générale

de Y^ ; on la retranchera de S , et l'on déterminera les arbitraires

de 7^ , de manière que les puissances et les produits de ^ et de

V î—^, de l'ordre s, disparaissent de la différence S—Yfyj cette

différence deviendra ainsi une fonction de l'ordre s— î, que nous

désignerons par S'. On prendra l'expression la plus générale de

I^ s~')
} on la retranchera de S' , et l'on déterminera les arbitraires

de Y( s~'\ de manière que les puissances et les produits de [j. et dé

vi— /a
2
, de l'ordre s— 1 , disparaissent de la différence S'— jft'~%

En continuant ainsi, on déterminera les fonctions Y^
}
Y^ s~%

^(s-')
j
&c .

}
dont la somme forme S.

17. Reprenons maintenant, l'équation du n°. i5,

U® =fP.Ri+\dR. dp! . d'J . Q®,

Supposons R fonction de /*'
', -s-', et d'un paramètre a, constant

pour toutes les couches de même densité, et variable d'une couche

à l'autre. La différence dR étant prise en supposant i* et <&' cons-

,_ /dR\ ,
tans , on aura dR= I — \.da; partant

,

^=içz
-f>-(^P)-da.d^.d,'.Q

V
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Concevons -S'"

1
"3 développé dans une suite de cette forme

,

Z' (t) étant
,
quel que soit i , une fonction rationnelle et entière de //,

V 1—,u'
2 .sin. ^', et V i— //* . cos. <&'

}
qui satisfait à l'équation aux

différences partielles

,

C ( (dZ'VV) (ddZ'W\

dy. ) i— /w.
a

La différence de Z' {l) prise par rapport à a , satisfait encore à ceite

équation , et par conséquent elle est de la même forme ; on ne

doit donc , en vertu du théorème général du n°. 12, considérer

que le terme Z' W dans le développement de Ji
l+3

, et alors on a

Lorsque le sphéroïde est homogène et peu différent d'une sphère,

on peut supposer p= 1 , et R= a.(i + a.y') ; on a alors , en inté-

grant par rapport à a

,

De plus, si l'on suppose j/ développé dans une suite de la forme

Y'W+Y'™+ Y'W+ Y'W+ &c#>

Y' co satisfaisant à la même équation aux différences partielles que

Z' ir)
; on aura , en négligeant les quantités de l'ordre « 2

,

Z'^ == (i+ 0) . a.. airs . Y' i0
; -on aura donc

U^= «.ai+\fY' ^ .dp .dv' . Q«\

Si l'on désigne par Y*- , ce que devient Y"- , lorsque l'on y change

(tl et -sr', dans {* et m ; on a par le n°. il

,

21+1

on a donc ce résultat remarquable
,

/r'«.^.^. Qco= gig. (1)

Cette équatioh ayant lieu, quel que soit Yfi0
} on doit en con-
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dure généralement que la double intégration de la fonction

fZ'^.dp'.dt*'. Qco
,
prise depuis //=—-i, jusqu'à f'=i

;
et depuis

ir =o , jusqu'à <sr'= 2 x, ne fait que transformer i?'w dans •—:

;
' x

2Z--|-1

- J?co étant ce que devient Z ,(-°
, lorsque l'on y change // et a-' dans

y- et -s-/ on a donc

4^
tfCO= 1

(i+3).(ai-

et la triple intégration dont dépend £7C0 , se réduit à une seule

intégration prise par rapport à a, depuis a= o
,
jusqu'à sa valeur

à la surface du sphéroïde.

L'équation (î) offre un moyen très-simple d'intégrer la fonction

fY^.Z^.dp.d™, depuis p=— i
,
jusqu'à y.= i , et depuis ^=o,

jusqu'à t*= -m. En effet, la partie de Y'- dépendante de l'angle nw,

est, par ce qui précède, de la forme x. {^iw .sxa..n^ JrBw.cos.n^,

x étant égal à

«
f . (i—n).(i— n—i) . „ ")

on aura donc

x' étant ce que devient x, lorsque [j. se change en y! . La partie de QW
dépendante de l'angle /z-sr, est par le n°. précédent, y.xx'.cos.n(is-m' )

ou ^a'. a. (cos.ra'sr. cos./z^' + sin.rc f

.

sin. /z-sr'} ; ainsi la partie de

l'intégrale fY^.d^-'.d^. Qco dépendante de l'angle nv, sera

yx.sin.n^.fx'
2
. dy' . d™ . sin.ra-sr'. {^4°°. sin. ra^'+

5

W
. cos. 72-3/

}

-{-yx.cos.n'v.fx'
:2 .dp

/
.dv'.cos.n'v' . { ^d^. sin. nri -\-Bw . ços.raV}.

En exécutant les intégrations relatives à *', cette partie devient

>X.*. {^">.sin.ra*+.fl c"^cos.raw}./y».^'
y

mais en vertu de l'équation (1) , cette même partie est égale à

T
-.x. {^"\ sin.n ™+ B("\ cos n«r} s

2.1 -j-

1

on a donc

fx'\d/==
(zi + i).y
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Représentons maintenant, par a. {^d

'

'

c'°
. sin-rc^-j-B

'

w .cos.n™}
,

la partie de ,ZC0 dépendante de l'angle n <*. Cette partie doit seule

être combinée avec la partie correspondante de l^ coy parce que

les termes dépendans des sinus et cosinus de l'angle -sr et de ses

multiples , disparoissent par l'intégration , dans la fonction

f 1^°. Z^.dy-. d<& , intégrée depuis ts= o
,
jusqu'à *= 2 ir; on aura

ainsi , en n'ayant égard qu'à la partie de jT c0 dépendante de l'an-

gle n<sr,

fY^.Z^.dy.d^=
fx\di*.dvr. {A^.^m.n^+B^.cos.n^}. {A'C\sm.nv-\-B'w.cos.n™}

=tt. fAW.Aw+8w.B'w } Jk*di*=
47r

{AW.A'M+BM.B'00
)

.

En supposant donc successivement dans le dernier membre, n= o,

zz.==i, ra=2, . . . . n= i ; la somme de tous ces termes, sera la

valeur de l'intégrale fY^.Z^.d^.d™.
Si le sphéroïde est de révolution , en sorte que l'axe avec lequel

le rayon R forme l'angle <&
, soit l'axe même de révolution ; l'angle &

disparoîtra de l'expression de .Zc0
,
qui devient alors de cette forme,

i' 5 - 5 ^-^ Jf> [j ijt^ï J->
i-(i-*).(i-*).(i-3) ,_

4_ & |

.

i.a.3....i ' '{ a.(ai—iy a.4.(zi—i).(2i—3)T y
^co étant une fonction de a. Nommons *co

, le coefficient de ^(,)

,

dans cette fonction : le produit

l\ i-2.3 1 J \ 2.(21— iy j
'

R'
est par le n°. précédent, le coefficient de — dans le développe-

ment du radical

,

\r*— 2R r{ny.'+\/i—\j.\V \—f*'\cos. (V— "O} +i? a ]~ *
;

lorsque l'on y suppose
t*.

et y.' égaux à l'unité, Ce coefficient est alors

égal à 1 ; on a donc

1.2.3 i
(,

2.(21—1) J
5
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c'est-à-dire que aw se réduit à l'unité, lorsque p=s i. On a ensuite

Relativement à l'axe de révolution , m= i , et par conséquent

,

(i+3). (21 + 1)
Jr \da ) '

donc si l'on suppose que relativement à un point placé sur le pro-

longement de cet axe , on a

£C°) £CO £COy— +__+ + &c.j
r r

2 ?° '

on aura la valeur de 7^ relative à un autre point placé à la même
distance de l'origine des coordonnées , mais sur un rayon qui fait

avec l'axe de révolution , un angle dont p. est le cosinus ; en mul-

tipliant les termes de cette valeur , respectivement par aCo)
?
^'>

aw , &c.

Dans le cas où le sphéroïde n'est point de révolution , cette

méthode donnera la partie de /^indépendante de l'angle is .' on
déterminera l'autre partie de cette manière. Supposons

,
pour sim-

plifier , le sphéroïde tel qu'il soit partagé en deux parties égales et

semblables , soit par l'équateur , soit par le méridien où l'on fixe

l'origine de l'angle *, soit par le méridien qui lui est perpendi-

culaire. Alors Jf sera fonction de t**, sin.
2 ^, et cos.

2

^, ou, ce

qui revient au même, il sera fonction de /*
a
, et des cosinus de

l'angle -à is et de ses multiples ; Z7C0 sera donc nul, lorsque i est

impair , et dans le cas où il est pair , le terme dépendant de l'angle

zn &, sera de la forme

c^.(i-^yA^Jt^=^_.^ + &c. ]. cos . a ««r,
I 2.(21—l)

)

Relativement à un point attiré, situé dans le plan de l'équateur

où y.= o , la partie de V ^ dépendante de ce terme, devient

, C« i.3.5. ... (i—âti— i)—*~
'.—:——

—

«

r"1"' .2.(1+ 211 + 1). (i+ 211 + 2) (21— i)

d'où il suit qu'ayant développé V\ dans une série ordonnée par
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rapport aux cosinus de l'angle 2 -s-, et de ses multiples, lorsque

le point attiré est situé dans le plan de l'équateur ; il suffira, pour

étendre cette valeur à un point quelconque attiré, de multiplier

les termes dépendans de——— ,
par la fonction

, z.(i-\-2n-\-\) fzi-lj s f • (i-3,n),(i-zn-l) . , _ 1

1.3.5 (i—2n—i) n rrv
(,

2.(21—1)
[

y

on aura donc ainsi la valeur entière de /^ lorsque cette valeur

sera déterminée en série
,
pour les deux cas où le point attiré est

situé sur le prolongement de l'axe du pôle , et où il est situé dans

le plan de l'équateur ; ce qui simplifie beaucoup la recherche de

cette valeur.

Le sphéroïde que nous venons de considérer, comprend l'ellip-

soïde. Relativement à un point attiré situé sur l'axe du pôle
,
que

nous supposerons être l'axe des x, on a par le n°. 2, é=o,c= o,

et alors l'expression de /^du n°. 5, est intégrable par rapport à p.

Relativement à un point situé dans le plan de l'équateur , on a

a= o , et la même expression de ^devient encore par les méthodes

connues, intégrable par rapport à q , en y faisant tang. q — t. Dans

ces" deux cas, l'intégrale étant prise par rapport à une de ces varia-

bles dans ses limites , elle devient ensuite possible par rapport à

l'autre , et l'on trouve queM étant la masse du sphéroïde , la valeur

V .

de — est indépendante du demi-axe h du sphéroïde, perpendi-

culaire à l'équateur, et ne dépend que des excentricités de l'ellip-

V
soïde. En multipliant donc les différens termes des valeurs de —

.

relatives à ces deux cas , et réduites en séries ordonnées suivant les

puissances de -
,
par les facteurs dont nous venons de parler

,
pour

avoir la valeur de — relative à un point quelconque attiré ; la

fonction qui en résultera , sera indépendante de fc, et ne dépendra

que des excentricités ; ce qui fournit une nouvelle démonstration

du théorème que nous avons démontré dans le n°. 6.

Si le point attiré est placé dans l'intérieur du sphéroïde , l'at-

traction
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traction qu'il éprouve, dépend, comme on l'a vu dans le n°. 9,
de la fonction t>

0)
, et l'on a par le n°. cité

,

p<v— ri 1 <,

.

équation que l'on peut mettre sous cette forme
,

v co——— . fi .(^—) • da. di>! . d<*'. Qw .

fa— i)
JY \ da J

r v

Supposons i2î_J développé dans une suite de la forme

Z' co satisfaisant à l'équation aux différences partielles,

Si de plus, on nomme -s
c0

, ce que devient z' co lorsque l'on y
change t*! en ^, et ™ en ^y on aura par ce qui précède,

,co-
,
j' rf (ép-\ias

(21+1). (2—1)
r \ da J

on aura donc ainsi , l'expression de /'"relative à toutes les couches

du sphéroïde qui enveloppent le point attiré. La valeur de V
relative aux; couches par rapport auxquelles il est extérieur, se

déterminera , comme 011 vient de le voir.

MiicAN. aÈL. Tome 11. G
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CHAPITRE III.

De la figure d'une masse fluide homogène en équilibre ,

et douée d'un mouvement de rotation.

l8. Après avoir exposé dans les deux Chapitres précédens
,

la théorie des attractions des sphéroides ; nous allons considérer

la figure qu'ils doivent prendre en vertu de l'action mutuelle de

leurs parties , et des autres forces qui les animent. Nous cherche-

rons d'abord la figure qui satisfait à l'équilibre d'une masse fluide

homogène douée d'un mouvement de rotation, et nous donnerons

une solution rigoureuse de ce problême.

Soient a, b, c, les coordonnées rectangles d'un point quelconque

de la surface de cette masse, et P, Q, R, les forces qui le solli-

citent parallèlement à ces coordonnées , ces forces étant supposées

tendre à les diminuer. Il résulte du n°. 54 du premier Livre, que

pour l'équilibre de la masse fluide , il suffit que l'on ait

o— P.da+ Q.db+R.dc ;

pourvu que dans l'évaluation des forces P, Q, M, on ait égard à la

force centrifuge due au mouvement de rotation.

Pour évaluer ces forces , nous supposerons que la figure de la

masse fluide , est celle d'un ellipsoïde de révolution , dont l'axe de

rotation est l'axe même de révolution. Si les forces P
, Q, R, qui

résultent de cette hypothèse , substituées dans l'équation précé-

dente de l'équilibre , donnent l'équation différentielle de la surface

de l'ellipsoïde ; l'hypothèse précédente est légitime , et la figure

elliptique satisfait à l'équilibre de la masse fluide.

Supposons que l'axe des a soit l'axe même de révolution j l'équa-

tion à la surface de l'ellipsoïde sera de cette forme

,

a2+m . (b'
1 + c')= k* ;

l'origine des coordonnées a, b , c , étant au centre de l'ellipsoïde.
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h sera le demi-axe de révolution, et si l'on nomme M, la masse

de l'ellipsoïde , on aura par le n°. 2
,

4-r.c.k3

31=
rz >5m

p étant la densité du fluide. Si l'on fait , comme dans le n°. 5 ,

1 — m 1= à1
, on aura m= , et par conséquent

,

3

équation qui donnera le demi-axe h , lorsque a. sera déterminé.

Soit

^d'= l ^
. {a— ang.tang.A};

B' =^-^-.{Ci+xs;.ang.tang.A— a},-

on aura par le n°. 5, en n'ayant égard qu'à l'attraction de la masse

fluide

,

P=^t'.a ; Q=B'.b ; R= B'.c.

Si l'on nomme g, la force centrifuge à la distance 1 de l'axe de

rotation ; cette force à la distance Kè'+ c', du même axe, sera

g. V è'+ e" ; en la décomposant parallèlement aux coordonnées b

et c , il en résultera dans Q , le terme —gb , et dans R , le terme
—gc; on aura ainsi , en ayant égard à toutes les forces qui animent

les molécules de la surface,

P=A ,

.a i Q = (Bf-g).b,- R=(B'-g).cj

l'équation précédente de l'équilibre deviendra donc

o= ada-\ -~. {b.db+ c.dc}.
A J

L'équation différentielle de la surface de l'ellipsoïde est , en y subs-

tituant pour m , sa valeur ——

,

1 ' i+a2 '

b.db -\-c.dc
o= ada-{ —-

—

s1+A2

G 2
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en ]a comparant à la précédente , on aura

si l'on substitue pour A ' et B ' leurs valeurs , et si l'on fait ;

—

on aura

q.K-{-zq.?.3
. .

o=- ang.tang.A,- (2)
9 +3. a*

b ° K
'

en déterminant donc a
,
par cette équation qui est indépendante

des coordonnées a, b , c , on fera coïncider l'équation de l'équilibre T

avec celle de la surface de l'ellipsoïde ; d'où il suit que la figure ellip-

tique satisfait à l'équilibre , du moins , lorsque le mouvement de

rotation est tel que la valeur de a2
n'est pas imaginaire , ou lors-

qu'étant négative , elle n'est pas égale ou plus grande que l'unité.

Le cas de a2 imaginaire donneroit un solide imaginaire ; celui de

a3=—
1 , donneroit un paraboloïde , et celui de a3 négatif et plus

grand que l'unité , donneroit un hyperboloïde.

1 Q. Si l'on nommep , la pesanteur à la surface de l'ellipsoïde;

on aura

p = V~P*+Q*+R\
Dans l'intérieur de l'ellipsoïde , les forces P, Q, M, sont propor-

tionnelles aux coordonnées a , b , c ; car on a vu dans le n°. 5,

que les attractions de l'ellipsoïde, parallèlement à ces coordon-

nées, leur sont respectivement propoitionnelles , ce qui a égale-

ment lieu pour la force centrifuge décomposée parallèlement aux
mêmes coordonnées. Il suit de-là

,
que les pesanteurs aux divers

points d'un rayon mené du centre de l'ellipsoïde à sa surface , ont

des directions parallèles, et sont proportionnelles aux distances

à ce centre ; en sorte que si l'on connoît la pesanteur à sa surface

,

on aura la pesanteur dans l'intérieur du spliéroïde.

Si dans l'expression de p , on substitue pour P, Ç, P, leurs

valeurs données dans le n°. précédent , on aura

p r= Vu4'\cf + (B'—gr.(b*+ <?)

;

d'où l'on tire, en vertu de l'équation (1) du n°. précédent

,

p = A'.\X a'+ -,•
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mais l'équation de la surface de l'ellipsoïde donne -^j— **— <? ;

on aura donc
)/¥+#

P=A

a est égale à h au pôle , il est nul à l'équateur ; d'où il suit que la

pesanteur au pôle , est à la pesanteur à l'équateur , comme V 1 + a1

est à l'unité , et par conséquent , comme le diamètre de l'équateur

est à l'axe du pôle.

Nommons t, la perpendiculaire à la surface de l'ellipsoïde , pro-

longée jusqu'à la rencontre de l'axe de révolution ; on aura

partant

A'.t

ainsi la pesanteur est proportionnelle à t.

Soit 4 le complément de l'angle que t fait avec l'axe de révolu-

tion ; 4 sera la latitude du point de la surface
,
que l'on considère

,

et l'on aura par la nature de l'ellipse

,

t—
V
/l+A2 .C0S.2

..4.

on aura donc
A'.

h

\/i +A 2 .cos.2 .4

et en substituant pourL^' sa valeur, on aura

4Tp.k.(i+K*).{h— ang.tang.*}

P= . — / ( 3 )
h.
3 .{/l+ h*. cos. a

.4

cette équation donne la relation entre la pesanteur et la latitude
;

mais il faut pour cela déterminer les constantes qu'elle renferme.

Soit T, le nombre de secondes que la masse fluide emploie à

tourner sur elle-même ; la force centrifuge g, à la distance î de

4 V*

l'axe de rotation , sera par le n°. 9 du premier livre , égale à —;

on aura donc

g 12. T2

'**., 4*-P-T*'
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12. W2

cequi donne 4t/i=—-—. Le rayon oscillateur du méridien, elliptique,

est
;

,• en nommant donc c , la grande ur du degré k la

Ci+a^os.^;1

latitude 4 3 on aura

= 200.C.

(

, i+^ 2 .cos.24;
T

Cette équation combinée avec la précédente, donne,

A.Tp.(\-\-K^).h r ... 12. ^r

1^J-JL-jL,= 2qo. c . { 1 + a'.cqs.°4} .

V/l+ A^-COS.^ <7*

on aura ainsi,

r „ » . -> { K— ang.tang. a) 12. tt

^= 200.0. (i + ^.cos.H)- 1 1 —L
--^i-A J q l

Soit / , la longueur du pendule simple qui fait une oscillation dans

une seconde de temps ; il résulte du n°. 1 1 du premier Livre
,
que

p = >7r*.lj en comparant ces deux expressions de p, on aura

9.400. c. {a— ang.tang. a} . { i+Aa .cos."4

}

s
r=

7r.LT2
. a3

cette équation et l'équation (2 ) du n°. précédent , feront coimoître

les valeurs de q et de a, au moyen de la longueur / du pendule

à secondes et de la grandeur c du degré du méridien , observées

l'une et l'autre , à la latitude 4«

Supposons 4 = 50°, ces équations donneront

800. c

?=. *{£&+**>

les observations donnent , comme on le verra dans la suite

,

c— 100000™ ; Z= ome , 741608
;

on a de plus T~ 99727 ; on aura ainsi

,

^= 0,00544957 ;
as= o , 00868767.

Le rapport de l'axe de l'équateur, à celui du pôle, étant v i + a
3

,

il devient dans ce cas , i,oo43544i 5 ces deux axes sont à fort peu
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près dans le rapport de a3i,7 à a5o,7 , et par ce qui précède, les

pesanteurs au pôle et à l'équateur sont dans le même rapport.

On aura le demi-axe h , du pôle , au moyen de l'équation

i

200.C.fl + 7-^j
l

200.

C

ce qui donne

£= 6552534™.

Pour avoir l'attraction d'une sphère du rayon k, et d'une densité

quelconque; on observera qu'une sphère du rayon h et de la den-

sité
p , agit sur un point placé à sa surface, avec une force égale à

yTp.£, et par conséquent, en vertu de l'équation (5), égale à

- -
,

——
, ou a p. { i —-T5« À + &c. } , ou enfin a

Z.(i +*>). (h— ang.tang.AJ ' ' L J '

0,998697 .j5 , p étant la pesanteur sur le parallèle de 5o°. De-là

il est aisé de conclure la force attractive d'une sphère d'un rayon

et d'une densité quelconque , sur un point placé au-dehors ou

dans son intérieur.

20. Si l'équation (2) du n°. 18 étoit susceptible de plusieurs

racines réelles
;
plusieurs figures d'équilibre conviendroient au

même mouvement de rotation ; voyons donc si cette équation a

plusieurs racines réelles. Pour cela , nommons <p , la fonction

* — ang.tang. \, dont l'égalité à zéro, produit l'équa-

tion (2). Il est facile de voir qu'en faisant croître a, depuis zéro

jusqu'à l'infini, l'expression de ç> commence et finit par être posi-

tive; ainsi, en imaginant une courbe dont a soit l'abscisse, et dont <p

soit l'ordonnée , cette courbe coupex^a son axe , lorsque a= o ; les

ordonnées seront ensuite positives et croissaixtes
;
parvenues à leur

maximum , elles diminueront ; la courbe coupera une seconde fois

son axe , à un point qui déterminera la valeur de a coirespondante

à l'état d'équilibre de la masse fluide; les ordonnées seront ensuite

négatives , et puisqu'elles sont positives , lorsque a= co , il est

nécessaire que la courbe coupe une troisième fois son axe , ce qui

détermine une seconde valeur de a qui satisfait à l'équilibre. On
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voit ainsi que pour une même valeur de q , ou pour un mouve-

ment de rotation donné , il y a plusieurs figures avec lesquelles

l'équilibre peut subsister.

Pour déterminer le nombre de ces figures , nous observerons

que l'on a

6h*.dA.{q.hi+(ioq~6Ma
+9<?}

La supposition de d?=Q, donne

o = q ^+(loq — Q),h1+ o
l q ;

d'où l'on tire , en ne considérant que les valeurs positives de k
,

^- 5±^(H)
!

9-

Ces valeurs de a. déterminent les maxima et les minima de l'or-

donnée q>; il n'y a donc que deux ordonnées semblables , du côté

des abscisses positives , ce qui exige que de'ce côté , la courbe ne

coupe son axe qu'en trois points , en y comprenant l'origine
j

ainsi le nombre des figures qui satisfont à l'équilibre, se réduit

à deux.

La courbe, du côté des abscisses négatives, étant exactement la

même que du côté des abscisses positives , à la différence près du
signe des ordonnées ; elle coupe son axe de chaque côté , dans des

points correspondais équidistans de l'origine des coordonnées ; les

valeurs négatives de * qui satisfont à l'équilibre, sont donc au

signe près , les mêmes que les valeurs positives ; ce qui donne

les mêmes figures elliptiques
,
puisque le quarré de a entre seul

dans la détermination de ces figures ; il est par conséquent inutile

de considérer la courbe, du côté des abscisses négatives.

Si l'on suppose q fort petit, comme cela a lieu pour la terre;

pn pourra satisfaire à l'équation (2) du 11°. 18 , dans les deux hypo-

thèses de a2
fort petit , et de a2

fort grand. Dans la première
?
on a

par le n°. précédent

,

Pour avoir la valeur de a2 dans la seconde hypothèse ; nous obser *

vcrons qu'alors, ang.tang. a diffère très-peu de ^w, en sorte que

si
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si l'on suppose a= a, , & sera un très-petit angle dont la tan-

gente est - ; on aura donc

* =;-^ + 5^- &C-

et par conséquent

,

""
T J l a

ang,tang.A= h—~— —-+ &c,C
2 A 3a3 5a j

l'équation (2) du n°. 18 deviendra ainsi,

g a -{- 2 <j . a3 t 1

__ _ _i _ Çj g •

9 + 3a2 2 a 3a3
"'

d'où l'on conclut par le retour des suites

,

3 * 8 4q f 64 1 .

*= -- +-• 1-^: +&c.

= s,356i95.-— a,546479— 1,478885. y+ &c.

On a tu dans le n°. précédent
,
que relativement à la terre

,

q= o, oo544g57 ; cette valeur de q substituée dans l'expression

précédente , donne a.= 680, 4g. Ainsi le rapport des deux axes de

l'équateur et du pôle, rapport qui est égal à V i+ *s
, est dans le

cas du sphéroïde très-applati , égal à 680, 4y.

La valeur de q a une limite au-delà de laquelle l'équilibre est

impossible avec une figure elliptique. Supposons, en effet, que

la courbe ne coupe son axe qu'à son origine , et qu'elle ne fasse

que la toucher ailleurs ; on aura à ce point de contact, 9= 0, et

dtp =0
; la valeur de ç ne sera donc jamais négative, du côté des

abscisses positives , les seules que nous considérons ici. La valeur

de q déterminée par les deux équations ? =0 , d<p = o , sera donc

la limite de celles avec lesquelles l'équilibre peut subsister , en

sorte qu'une plus grande valeur rend l'équilibre impossible ; car q
étant supposé croître de f, la fonction ? augmente du terme
s/-*3 . . .

„. t ; ainsi la valeur de 9 correspondante à q , n'étant jamais

négative
,
quel que soit a

, la même fonction correspondante à q +f,
est constammen t positive , et ne peut jamais devenir nulle ; l'équi-

Mécan. C£l. Tome IL H
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libre est donc alors impossible. Il résulte encore de cette analyse,

qu'il n'y a qu'une seule valeur réelle et positive de q ,
qui satis-

fasse aux deux équations <p= o, et dç= o. Ces équations donnent

les suivantes

,

6.\*

o= — ang.tang. a.

La valeur de a qui satisfait à cette dernière équation , est a—2,5292
;

d'où l'on tire ^= 0,307007; la quantité Vi + h", qui exprime

le rapport de l'axe de l'équateur à celui du pôle, est dans ce cas,

égale à 2,7197.

La valeur de q relativement à la terre , est égale à 0,00544957.

Cette valeur répond aune durée de rotation de o' ,99727 5 or on a

généralement q = -— , en sorte que par rapport aux masses de

même densité, q est proportionnel à la force centrifuge g du mou-
vement de rotation, et par conséquent en raison inverse du quarré

du temps de la rotation ; d'où il suit que relativement à une masse

de même densité que la terre, le temps delà rotation qui répond à

q= 0,007007, est de o',ioogo. De-là résultent ces deux théorèmes :

« Toute masse fluide homogène d'une densité égale à la moyenne
» densité de la terre , ne peut pas être en équilibre avec une figure

» elliptique ; si le temps de sa rotation est moindre que o'\,ioogo.

)) Si ce temps est plus considérable ; il y a toujours deux figures

» elliptiques et non davantage
,
qui satisfont à l'équilibre.

» Si la densité de la masse fluide est différente de celle de la

» terre ; on aura le temps de la rotation , dans lequel l'équilibre cesse

» d'être possible avec une figure elliptique- en multipliant o'-, 10090,

» par la racine quarrée du rapport de la densité moyenne de la

» terre , à celle de la masse fluide ».

Ainsi relativement à une masse fluide dont la densité ne seroit

qu'un quart de celle de la terre , ce qui a lieu à-peu-près pour le

soleil, ce temps seroit de o j
-, 20i84; et si la densité de la terre

supposée fluide et homogène, étoit environ 98 fois moindre que
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sa densité actuelle , la figure qu'elle devroit prendre
,
pour satis-

faire à son mouvement actuel de rotation , seroit la limite de toutes

les figures elliptiques avec lesquelles l'équilibre peut subsister. La
densité de Jupiter étant environ cinq fois moindre que celle de

la terre, et la durée de sa rotation étant de o'-, 4i577; on voit que

cette durée est dans les limites de celles de l'équilibre.

On pourrait croire que la limite de ç, est celle où le fluide

commencerait à se dissiper, en vertu d'un mouvement de rotation

trop rapide ; mais il est facile de se convaincre du contraire , en

observant que par le n°. ig , la pesanteur à l'équateur de l'ellip-

soïde , est à la pesanteur au pôle , dans le rapport de l'axe du pôle

à celui de l'équateur, rapport qui dans ce cas est celui de 1 à

2,719,7; l'équilibre cesse donc d'être possible, parce qu'avec un
mouvement de rotation plus rapide , il est impossible de donner

à la masse fluide , une figure elliptique , telle que la résultante de

son attraction et de la force centrifuge , soit perpendiculaire à la

surface.

Nous avons supposé jusqu'ici, k% positif, ce qui donne des sphé-

roïdes applatisvers les pôles; examinons présentement si l'équilibre

peut subsister avec une figure allongée vers les pôles. Soit alors,

**=— *'2
• h'' doit être positif et moindre que l'unité , autrement,

l'ellipsoïde se changerait en hypeiholoïde. La valeur précédente

de d<p donne

~K*.dh. {q\A-\-(ioq— B).K i+qq}

l'intégrale étant prise depuis *= o. En substituant au lieu de %
sa valeur ±a'. V — i, on aura

ç_±.v-i.y _____
,

or il est clair que les élémens de cette dernière intégrale sont tous

de même signe, depuis a
,2= o, jusqu'à a'

2= i; la fonction p ne

peut donc jamais devenir nulle dans cet intervalle; ainsi l'équi-

libre ne peut subsister avec une figure allongée vers les pôles.

21. Si le mouvement de rotation primitivement imprimé à

une masse fluide , est plus rapide que celui qui convient à la limite

H 2
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de q, il ne faut pas en conclure qu'elle ne peut pas être en équilibre

avec une figure elliptique ; car an conçoit qu'en s'applatissant de

plus en plus , elle prendra un mouvement de rotation , de moins

en moins rapide ; en supposant donc qu'il existe, comme dans tous

les fluides connus , une force de ténacité entre ses molécules , cette

-masse après un grand nombre d'oscillations, pourra enfin par-

venir à un mouvement de rotation , compris da.ns les limites- de

l'équilibre , et se fixer à cet état. Mais cette possibilité n'est encore

qu'un apperçu qu'il est intéressant de vérifier; il est également

intéressant de savoir s'il y a plusieurs états possibles d'équilibre;

.

car ce que nous venons de démontrer sur la possibilité des deux

états d'équilibre , correspondans à un même mouvement de rota-

tion , n'entraîne pas la possibilité de deux états d'équilibre cor-

respondans à une même force primitive ; puisque les deux états

d'équilibre relatifs à un même mouvement de rotation, exigent

deux forces primitives différentes , ou différemment appliquées.

Considérons donc une masse fluide , agitée primitivement par

des forces quelconques, et ensuite abandonnée à elle-même, et à

l'attraction mutuelle de toutes ses parties. Si par le centre de gra-

vité de cette masse supposée immobile , on conçoit un plan par

rapport auquel la somme des aires décrites sur ce plan, par chaque

molécule , et multipliées respectivement par les molécules corres-

pondantes , soit à l'origine du mouvement , un max'unum ; ce plan

jouira constamment de cette propriété, par les nos
. 21 et 22 du

premier Livre
,
quelle que soit la manière dont les molécules agissent

les unes sur les autres , soit par leur ténacité, soit parleur attrac-

tion , et leur choc mutuel , dans le cas même où il y auroit des

pertes de mouvement, brusques et finies dans un instant; ainsi

lorsqu'après un grand nombre d'oscillations , la masse fluide pren-

dra un mouvement de rotation uniforme, autour d'un axe fixe,

cet axe sera perpendiculaire au plan dont nous venons de parler,

qui sera celui de l'équateur , et le mouvement de rotation sera tel

que la somme des aires décrites pendant l'instant dt
,
par les molé-

cules projetées sur ce plan, sera la même qu'à l'origine du mouve-
ment ; nous désignerons par E.dt, cette dernière somme.

Nous observerons ici
,
que l'axe dont il s'agit, est celui par
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rapport auquel la somme des momeils des forces primitives du
système, étoit un maximum. Il conserve cette propriété, pendant

le mouvement du système, et devient enfin l'axe de rotation
; car,

ce que nous avons démontré dans les nos
. cités du premier Livre,

sur le plan du maximum des aires projetées , s'applique à l'axe du
plus grand moment des forces

;
puisque l'aire élémentaire décrite

par la projection du rayon vecteur d'un corps sur un plan

,

et multipliée par sa masse, est évidemment proportionnelle au
moment de la force finie de ce corps

,
par rapport à l'axe perpen-

diculaire à ce plan.

Soit comme ci-dessus
, g la force centrifuge due au mouvement

de rotation , à la distance 1 de l'axe
; \Tg sera la vitesse angulaire

de rotation ; nommons ensuite k , le demi-axe de rotation de la

masse fluide, et k.u+ a', le demi-axe de son équateur. Il est

facile de s'assurer que la somme des aires décrites pendant l'ins-

tant dt
,
par toutes les molécules projetées sur le plan de l'équa-

teur , et multipliées respectivement par les molécules correspon-

dantes, est — .(i + ^)\P.dt. \/g; on aura donc

13 v P

En nommant ensuite M la masse fluide, on aura

la quantité -—
- ,

que nous avons nommée ç, dans le n°. 18, de-
a

vient ainsi, q'.(i + ?,*) T
, en désignant par q' la fonction

L'équation du même n°. devient

— ang. tang. a.
0==9\+2q'.>,3 .(i+>*)

9 + 3a*

Cette équation déterminerai; on aura ensuite k, au moyen de
l'expression précédente de M.
Nommons p, la fonction

gK+ aq'. x3 .(i + *«;"*

r~5~T ang.tan^. a ,
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qui doit être égale à zéro

,
par la condition de l'équilibre : cette

fonction commence par être positive , lorsque a est très-petit , et

finit par être négative , lorsque a. est infini ; il existe donc entre

a= o, et a infini, une valeur de a, qui rend cette fonction nulle,

et par conséquent , il y a toujours
,
quel que soit g', une figure

elliptique , avec laquelle la masse fluide peut être en équilibre.

On peut mettre la valeur de <p , sous cette forme intégrale,

Ç= 2.

t .
jîZi.+18y'_{yv+ i8.(i+*';t}

}

Lorsqu'elle devient nulle, la fonction

ayq'

A*
-+i8?'— {ç-v+ 18. ci +**;'},

a déjà passé par zéro
,
pour devenir négative ; or dès l'instant où

cette fonction commence à être négative , elle continue de l'être à

mesure que a augmente; parce que la partie positive —— +- 18 q %

2.

diminue, tandis que la partie négative, — [q'^-\-i8.(i + ^)J }

augmente; la fonction p ne peut donc pas devenir deux fois nulle;

d'où il suit qu'il n'y a qu'une seule valeur réelle et positive de a.

qui satisfasse à l'équation de l'équilibre , et par conséquent , le

fluide ne peut être en équilibre, qu'avec une seule figure elliptique.
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CHAPITRE IV.

De la figure d'un sphéroïde très-peu différent d'une sphère

et recouvert d'une couche de fluide en équilibre,

11. jNous avons considéré dans le Chapitre précédent, l'équi-

libre d'une masse fluide homogène, et nous avons trouvé que la

figure elliptique satisfait à cet équilibre ; mais pour avoir une

solution complète de ce problême, il faudroit déterminer àpriori
,

toutes les figures de l'équilibre, ou s'assurer que la figure ellipti-

que est la seule qui en remplisse les conditions ; d'ailleurs, il est

très-probable que les corps célestes ne sont pas des masses homo-
gènes , et qu'ils sont plus denses vers le centre, qu'à la surface;

on ne doit donc pas dans la recherche de leur figure , se borner

au cas de l'homogénéité: mais alors, cette recherche présente de

grandes difficultés. Heureusement, elle se simplifie par la consi-

dération du peu de différence qui existe entre la figure sphéri-

que , et celles des planètes et des satellites; ce qui permet de négli-

ger le quarré de cette différence et des quantités dont elle dépend.

Malgré ces simplifications , la recherche de la figure des planètes

est encore très-compliquée. Pour la traiter avec la plus grande

généralité , nous allons considérer l'équilibre d'une masse fluide

q.ui recouvre un corps formé de couches d'une densité variable,

doué d'un mouvement de rotation , et sollicité par l'attraction de

corps étrangers. Pour cela, nous allons rappeler les lois de l'équi-

libre des fluides
,
que nous avons démontrées dans le premierLivre,

Si l'on nomme
p , la densité d'une molécule fluide ; n , la pression

qu'elle éprouve ; F, F', F", &c. , les forces dont, elle est animée •

df, df, df", &c. , les élémens des directions de ces forces ; l'équa-

tion générale de l'équilibre de la masse fluide, sera par le n°, 17 du
premier Livre

,

—= F. df+ F' .df'+ F". df"+ &c
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Supposons que le second membre de cette équation , soit une dif-

férence exacte ; en. désignant par d<p , cette différence
, p sera né-

cessairement fonction de n et de ç : l'intégrale de cette équation,

donnera <p , en fonction de n ; on pourra donc réduire
p , à n'être

fonction que de n , d'où l'on tirera n en fonction de p ; ainsi

,

relativement aux couches de densité constante, on aura ^11=0,
et par conséquent,

o^F. df+ F'.df' +F "

.

df" -1- &c.
;

équation qui indique que la force langentielle à la surface de ces

couches , est nulle , et par conséquent
,
que la résultante de toutes

les forces F, F', F", &c. , est perpendiculaire à cette surface ; en

sorte que ces couches sont en même temps couches de niveau.

La pression n étant nulle à la surface extérieure
, p doit y être

constant , et la résultante de toutes les forces qui animent chaque

molécule de cette surface , lui est perpendiculaire. Cette résultante

est ce que l'on nommepesanteur.Les conditions de l'équilibre d'une

masse fluide sont donc, i°. que la direction de la pesanteur soit

perpendiculaire à chaque point de la surface extérieure; 2°. que

dans l'intérieur de la masse , les directions de la pesanteur de

chaque molécule , soient pex-pendiculaires à la surface des couches

de densité constante. Comme on peut dans l'intérieur d'une masse

homogène, prendre telles couches que l'on veut, pour couches

de densité constante ; la seconde des deux conditions précédentes

de l'équilibre , est toujours satisfaite, et il suffit pour l'équilibre,

que la première soit remplie ; c'est-à-dire que la résultante de

toutes les forces qui animent chaque molécule de la surface exté-

rieure , soit perpendiculaire à cette surface.

1Ô. Dans la théorie de la figure des corps célestes ; les forces

F, F', F", &c, , sont produites par l'attraction de leurs molécules

,

par la force centrifuge due à leur mouvement de rotation , et par

l'attraction des corps étrangers. Il est facile de s'assurer que la

différence F. df+ F' .df+ &c. , est alors exacte ; mais on le verra,

clairement par l'analyse que nous allons faire de ces différentes

forces,en déterminant la partie de l'intégrale/*. (F. df-j-F' . df+ &c.j

qui est relative à chacune d'elles,

Si
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Si Ton nomme d

M

, une molécule quelconque du sphéroïde
>

etf sa distance à la molécule attirée ; son action sur cette dernière

sera —r-. En multipliant cette action
,
par l'élément de sa direc-

tion
,
qui est — df, puisqu'elle tend à diminuer f, on aura rela-

tivement à l'action de la molécule dM
, fFdf=— ; d'où il suit

que la partie de l'intégrale f(F.df+F'.df+ &c.) qui dépend

de l'attraction des molécules du sphéroïde , est égale à la somme

de toutes ces molécules divisées par leurs distances respectives

à la molécule attirée. Nous représenterons cette somme par V,

comme nous l'avons fait précédemment, „

On se propose , dans la théorie de la figure des planètes , de

déterminer les loix de l'équilibre de toutes leurs parties , autour

de leur centre commun de gravité ; il faut donc transporter en

sens contraire, à la molécule attirée, toutes les forces dont ce

centre est animé en vertu de l'action réciproque de toutes les par-

ties du sphéroïde ; mais on a vu dans le n°. 20 du premier Livre,

que par la propriété de ce centre , la résultante de toutes ces ac-

tions sur ce point , est nulle ; il n'y a donc rien à ajouter à F
7̂

pour avoir l'effet total de l'attraction du sphéroïde sur la molécule

attirée.

Pour déterminer l'effet de la force centrifuge ; nous supposerons

la position de la molécule, déterminée par les trois coordonnées

rectangles x',y\ z', dont nous fixerons l'origine, au centre de gra-

vité du sphéroïde. Nous supposerons ensuite que l'axe des x' est

l'axe de rotation , et que g exprime la force centrifuge due à la

vitesse de rotation, à la distance 1 de l'axe. Cette force sera

nulle dans le sens des #', et égale à gy' etgz' dans le sens des y'

et des z ; en multipliant donc ces deux dernières forces , respec-

tivement par les élémens dy' et dz' de leurs directions , on aura

7 g- (y
'*+ *' *)

,
pour la partie de l'intégrale f(F. df+ F' .df

+

&c.;,

qui est due à la force centrifuge du mouvement de rotation.

Si l'on nomme comme ci -dessus , r la distance de la molécule
attirée

, au centre de gravité du sphéroïde ; 9 l'angle que le rayon r

forme avec l'axe des x'; et ^ l'angle que forme le plan qui passe pa r

Mécan. cit. Tome II. I
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l'axe de *-' et par cette molécule, avec le plan des x' et des y

r

j

enfin y
si l'on fait cos. 9=='/*,* on aura

" Vi—m2
, cos. -s-,• z'= r. Vx =r.p; y —r.V 1—//-.cos.-s- ; z =r.V 1—ft.sm.*;

d'où l'on tire

Nous mettrons cette dernière quantité , sous la forme suivante,

pour assimiler ses termes , à ceux de l'expression de V, que nous

avons donnée dans le Chapitre II; c'est-à-dire, pour leur donner

la propriété de satisfaire à l'équation aux différences partielles
y

dans laquelle Y^ est une fonction rationnelle et entière de [* ,

V î

—

c?

.

cos. <ar , et V
7 î—^.sin.'zr, du degré j ; car il est clair que

chacun des deux termes jgr2 et— igt'""' (V— \)-> satisfait pour Yw
,

à l'équation précédente.

Il nous reste présentement à déterminer la partie de. l'intégrale

f(F.df+F'.df+ &tc.) qui résulte de l'action des corps étrangers.

Soit S la masse d'un de ces corps
,f sa distance à la molécule attirée,

et 5 sa distance au centre de gravité du sphéroïde. En multipliant

son action par l'élément — df de sa direction , et en l'intégrant

5
ensuite , on aura —. Ce n'est pas la partie entière de l'intégrale

f(F.df+F'.df + &cc.) due à l'action de S ; il faut encore trans-

porter en sens contraire , à la molécule , l'action de ce corps , sur

le centre de gravité du sphéroïde. Pour cela , nommons v l'angle

que s forme avec l'axe des x', et 4- > l'angle que forme le plan qui

passe par cet astre et par le corps S, avec le plan des x' et des, y

.

S
L'action — de ce corps , sur le centre de gravité du sphéroïde

,

décomposée parallèlement aux axes des *-', des y' et des z, pro-

duira les trois forces suivantes
,

S S S—
. cos. t> : — . sin. v . cos. 4 ; — • sin. p . sin, 4.
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En les transportant en sens contraire , à la molécule attirée , ce qui

revient à les faire précéder du signe— , en les multipliant ensuite

par les élémens dx', dy\ dz', de leurs directions, et en les inté~<

grant ; la somme de ces intégrales sera

5
-. {x'.cos. v+y' .sus..

v

.cos.4+ -''Sin.f .sin.4} + constante;

la partie entière de l'intégrale f(F.df-\-F'.df'-\- &cj due k

l'action du corps 6', sera donc

5 5— -. {x'.cos v+y'.s'm.v.cos.-^ + z'.sinv. sin.4} -r constante
;

f **

et comme cette quantité doit être nulle, par rapport au centre

de gravité du sphéroïde, que -nous supposons immobile, et que

relativement à ce point
,
/devient s , et x', y', z' sont nuls; on aura,

S
constante = .

s

Maintenant, jf est égal à

{ (s . cos. v— x'^-h (s . siu. v . cos. 4

—

y'y+ (s . sin. v. sin. 4

—

z'T }
2

;

ce qui donne , en substituant pour x', y\ z', leurs valeurs précé-

' dentés

,

S S
_____

J \/ s-— 2sr. | cos. v . cos. fl -J" sin. f.sin. fl .cos. (<u— -\)\ + r*

Si l'on réduit cette fonction , dans une suite descendante par rap-

port aux puissances de s , et que l'on représente ainsi cette suite

,

-.
f
P«+ -.po-f -.pw+ 4--P (3)+ &c. ],-

s { s s
2-

s* J

on aura généralement par les n03
. 1 5 et 17,

1.2.3 i \ z.(zi— 1) !^.'4.(zi-î).(ui-3) J

<f étant égal à cos. p. cos. 9+ sin. v. sin. 9.cos.(V

—

4)s il est visible

d'ailleurs par le n°. g ,
que l'on a

I 2
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en sorte que les termes de la série précédente , ont cette propriété

commune avec ceux de V. On aura, cela posé,

S S S— . (V.cos.f +y'.sia.v.cos.4- + z'.sm.p.sm.4-)
/ s s*

_ S.r* f „

"T
-. P«+ -.P^+ -.PC4)+ &c }

S'il y a d'autres corps , S r

, S", &c. 5 en désignant par s
r

, */, 4'j P'c0
»

«", v', -^"j P//co
, &c , ce que nous avons nommé 5, v , 4-, P05

,.

relativement au corps *y'; on aura les parties de l'intégral©

f(F.df+F'.df'+ Ikc.) , dues à leur action, en marquant d'un

trait, de deux traits, &c, les lettres 5», V, 4 et P r dans l'expres-

sion précédente de la partie de cette intégrale , due à l'action

de S.

Si l'on rassemble maintenant, toutes les parties de cette inté-

grale , et si l'on fait

4-.P«+^.Fw + &c- 1o"--j; =*.z^

-.P^+^-.P' (3) + k= a.Fi
s* s *

&c.

,

« étant un très-petit coefficient, parce que la condition d'un sphé-

roïde très-peu différent de la sphère , exige que les forces qui

l'écartent de cette figure , soient très-petites ; on aura

f{F.df+F'.df'+&LC.}=^+c/r\ {Z^+Z^+r.Z^+r\Z 4>+ &c.};

ZS^ satisfaisant
,
quel que soit i^ à l'équation aux différences par1-

tielles
,

i:(i+-X,j.Z®;
f d(*. \ 1 [S,[A.

L'équation générale de l'équilibre sei-a donc
Jry

f =^+«1,{ZW+^+r.2(3,+rl.^H &c.}. (1)
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Si les corps étrangers sont très-éloignés du sphéroïde , on pourra

négliger les quantités r*.Zw , rKZ^ , &c.
;
parce que les différens

termes de ces quantités , étant divisés respectivement par s i
, s

5

,
&c.

,

s'
4
, s'

5

, &c. , ces termes deviennent très-petits, lorsque s, s', &c,

sont fort grands par rapport à r. Ce cas a lieu pour les planètes et

le.s satellites , à l'exception de Saturne dont l'anneau est trop près

de sa surface
,
pour n'avoir pas égard aux termes précédens. Il faut

donc , dans la théorie de la ligure, de cette planète
,
prolonger le

second membre de l'équation ( 1
) ,

qui a l'avantage de former une

série toujours convergente 5 et comme alors, le nombre des cor-

puscules extérieurs au sphéroïde , est infini , les valeurs de Zw,

Z^, &c. , sont données en intégrales définies, dépendantes de la

figure et de la constitution intérieure de l'anneau de Saturne.

2 4. Le sphéroïde peut être entièrement fluide; il peut être

formé d'un noyau solide recouvert par un fluide. Dans ces deux
cas, l'équation (1) du n°. précédent, déterminera la figure des

couches de la partie fluide , en considérant que n devant être une
fonction de p , le second membre de cette équation doit être cons-

tant à la surface extérieure, et à celle de toutes les couches de

niveau , et qu'il ne peut varier que d'une couche à l'autre.

Les deux cas précédens se réduisent à un seul , lorsque le sphé-

roïde est homogène; car il est indifférent pour l'équilibre, qu'il

soit entièrement fluide , ou qu'il renferme un noyau intérieur

solide. Il suffit par le n°. 12 ,
que l'on ait à la surface extérieure

,

constante= /^+ * r\ {Z^+Z^+ r.ZC3)+ r\Z^+ &c. }

,

Si l'on substitue dans cette équation , au lieu de f, sa valeur don-

née par la formule (5) du n°. 11; et si l'on observe que par le

n°. 12, Ym disparoît , en prenant pour a , le rayon d'une sphère

de même volume que le sphéroïde, et que Y^ est nul, lorsque

l'on fixe l'origine des cooordonnées au centre de gravité du sphé-

roïde ; on aura

3>- r3 [' 7 r $r* )

+ *r
l
. {Z^ +ZW+ r.Z^ -h r

a
.Z^+ &-©.},
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C'est l'équation de la surface du sphéroïde , en y substituant au

lieu de r, sa valeur à la surface, î + ay, ou

a+«a.{r(2)+rC3)+r c«+&c.},
ce qui donne

const.= i^.«s— ^1^1. {{.FW+f.rfî
)+ |.r(')+ &c.}

o o

On déterminera la constante arbitraire du premier membre de

cette équation , au moyen de celle-ci,

const. = ** . a* -i- * a* .Zm ;

on aura ensuite , en comparant les fonctions semblables , c'est-à-

dire , assujéties à la même équation aux différences partielles,

s.(i— i).v '

i étant plus grand que l'unité. L'équation précédente peut être

mise sous la forme

Y^=— .ai-\Z^ + -^-.rri-\dr.Z^s

l'intégrale étant prise depuis i-= o, jusqu'à r=a. Le rayon

a.(i— zy) de la surface du sphéroïde, deviendra ainsi,

t- L̂.fdr.{Z^-i-r.Z^+r\ZW+ 8>:c.}

On peut mettre cette équation sous une forme finie , en consi-

dérant que l'on a par le n°. précédent

,

«.{zw+»-.^ !)v.2 c«+&c.}=- -.'o
fl-î;—-— s

4-
<-

J
2 'si* s-r

S S'

4 '=z t-— &C.Î
r
2
.l/i

2— <2sr,£-\-r*- s - r
"

en sorte que l'intégrale fdr. {Z^+ r.Z^-t &c.} est facile à dé-

terminer par les méthodes connues.
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10. L'équation (1) du n°. 20, a non-seulement l'avantage de

faire connaître la figure du sphéroïde , mais encore celui de don-

ner par la différentiation , la loi de la pesanteur à sa surface
;

car il est visible que le second membre de cette équation étant

l'intégrale de la somme de toutes les forces dont chaque molécule

est animée , multipliées par les élémens de leurs directions res-

pectives • on aura la partie de la résultante qui agit suivant le

rayon r, en différentiant ce second membre par rapport à r; ainsi

en nommant]) la force dont une molécule de la surface est solli-'

citée vers le centre de gravité du sphéroïde , on aura

p=—(~)— j-d. {rZm+r\Z^+ r\Z^+ rKZ^+ &c.^.

Si l'on substitue dans cette équation , au lieu de — f
——

J
, sa va-

leur ta la surface, fwflf'H •>
donnée par l'équation (2) du n°. 10,

et au lieu de P^, sa valeur donnée par l'équation (1) du n°. 25;

on aura

p = ±va—Ua. {Z^+ a.Z^+a\Z^+kc.}

— ~.d. {r\Z^+ r\Z^+ ?-\Z^+rKZ^+ &c.}; (3)
Cl T

r devant être changé en a , après les différentiations, dans le second

membre de cette équation, qui par le n°. précédent, peut tou-

jours se réduire à une fonction finie.

p ne représente pas exactement la pesanteur , mais seulement la

partie de cette force, dirigée vers le centre de gravité du sphéroïde,

en la supposant décomposée en deux , dont l'une soit perpendicu- >

laire au rayon r, et dont l'autre p soit dirigée suivant ce rayon.

La première de ces deux forces est évidemment très-petite et de

l'ordre «/ en la désignant donc par a.y
y
la pesanteur sera égale

à Vp %+ tfy*, quantité qui en négligeant les termes de l'ordre a%

se réduit à p. Nous pouvons ainsi, considérer p , comme expri-

mant la pesanteur à la surface du sphéroïde, en sorte que les

équations (2) et (5) du n°. précédent et de celui-ci, déterminant

et la figure des sphéroïdes homogènes en équilibre , et la loi de la
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pesanteur à leur surface ; elles renferment la théoi'ie complète de

l'équilibre de ces sphéroïdes , dans la supposition où ils diffèrent

très-peu de la sphère.

Si les corps étrangers S, S', &c. , sont nuls, et qu'ainsi, le

sphéroïde ne soit sollicité que par l'attraction de ses molécules

,

et par la force centrifuge de son mouvement de rotation , ce qui est

le cas de la terre et des planètes premières, à l'exception de Saturne,

lorsque l'on n'a égard qu'à l'état permanent de leur figure ; alors ,

en désignant par «? , le rapport de la force centrifuge à la pesan-

teur à l'équateur , rapport qui est à très-peu près égal à — , la

densité du sphéroïde étant prise pour l'unité j on trouvera

f 5«t!P ")

a.(i +*y)=a.U -pO**— j)\>

le sphéroïde est donc alors un ellipsoïde de révolution , sur lequel

les accroissemens de la pesanteur , et les diminutions des rayons,

en allant de l'équateur aux pôles , sont à très-peu près propor-*

tionnels au quarré du sinus de la latitude , ^ étant aux quantités

près de l'ordre * , égal à ce sinus.

a
,
par ce qui précède, est le rayon d'une sphère égale en solidité

au sphéroïde ; la pesanteur à la surface de cette sphère, seroit -* -va;

ainsi, l'on aura le point de la surface du sphéroïde, où la pesan-

teur est la même qu'à la surface de la sphère, en déterminant p,

par l'équation

ce qui donne p= \/jj,

2 0. L'analyse précédente nous a conduits à la figure d'une

masse fluide homogène en équilibre , sans employer d'autres hy-

pothèses que celle d'une figure très-peu différente de la sphère :

elle fait voir que la figure elliptique qui, par le Chapitre précé-

dent , satisfait à cet équilibre , est la seule alors qui lui con-

vienne. Mais comme la réduction du rayon du sphéroïde, dans une

série de la forme, a. {i +a7w+arw+ &C-L Peut faire naître

quelques
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quelques difficultés ; nous allons démontrer directement et indé-

pendamment de cette réduction
,
que la figure elliptique est la

seule figure d'équilibre d'une masse fluide homogène , douée d'un

mouvement de rotation ; ce qui , en confirmant les résultats de

l'analyse précédente , servira enmême temps , à dissiper les doutes

que l'on pourroit élever contre la généralité de cette analyse.

Supposons d'abord que le sphéroïde soit de révolution , et que

son rayon soit a. (i + *y) , y étant une fonction de ^, ou du cosi-

nus de l'angle 9 que ce rayon forme avec l'axe de révolution.- Si

l'on nommey, une droite quelconque menée de l'extrémité de ce

rayon, dans l'intérieur du sphéroïde
;p , le complément de l'angle

que forme cette droite , avec le plan qui passe par le rayon

a . (1 + a-y) et par l'axe de révolution
; q , l'angle formé par la pro-

jection de/"sur ce plan , et par le rayon ; enfin , si l'on nomme V,
la somme de toutes les molécules du sphéroïde , divisées par leurs

distances à la molécule placée à l'extrémité du rayon a. (i+ ay) ,*

chaque molécule étant égale k f*df.dp.dq. sin.p , on aura

V^=- j.f.f'*~. dp .dq. sin.p
,

f étant ce que devientf à la sortie du sphéroïde. Il faut main-

tenant déterminerf en fonction àep et de q.

Pour cela , nous observerons que si l'on nomme 9', la valeur

de 9 relative à ce point de sortie , et a.(i + <*.y') , le rayon cor-

respondant du sphéroïde
,
y' étant une pareille fonction de cos. 9',

ou de //, que y l'est de p ; il est facile de voir que le cosinus

de l'angle formé par les deux droitesf et a.(i + *y), est égal à

sin.p. cos. §-,• et qu'ainsi , dans le triangle formé par les trois

droites y, a.(\-\-*y) et q.(\ + a.y') , on a

a\(i+ a.y'y =/'a— 2 af. (x + a.y) . sin.p .cos.q+ a\(i + *y)\

Cette équation donne pour/"''
2
, deuxvaleurs ; mais l'une d'elles étant

de l'ordre *% elle est nulle, lorsque l'on néglige les quantités de

cet ordre. L'autre devient,

f1= 4

a

2
.sin.

2
p. cos.

2
q. (i+ 2 &y)+ 4 *a\ (y'—y) ;

ce qui donne

V= 2 a2 -/dp . dq. sin.p . { (x + 2 *y) . sin.
2p , cos.

2
^ -j- a. . (y —y) }..

MjêCAN. Cjk,. Tome IL K
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Il est visible que les intégrales doivent être prises depuis p — o

,

jusqu'à jo= w, et depuis q=— ji, jusqu'à q—^n; on aura ainsi,

P^= jir a*— j ht. a*.y+ 2 a cf.fdp. dq.y' .sin.p.

y' étant fonction de cos. S', il faut déterminer ce cosinus, en fonction

de p et de q ; on pourra dans cette détermination , négliger les

quantités de l'ordre a.
,
puisque y' est déjà multiplié par a ,• cela

posé , on trouvera facilement

,

a. cos. 9'= (a—jf'. sin.p. cos. §9. cos. Q+f . sin.p . s'm. çr.sin. 9 ;

d'où l'on tire , en substituant poury sa valeur 2 a.sin.p.cos.^
,

//' = ^.cos.
2p— sin.

2p.cos. (zq+ Q).

On doit observer ici, relativement à l'intégrale fy'dp . dq . sin.p,

prise par rapport à q , depuis 2 q =— jr, jusqu'à 2 q=w ,
que le

résultat seroit le même , si l'on prenoit cette intégrale depuis

2q =— 9, jusqu'à 2^= 2^— 9, parce que les valeurs de //, et

par conséquent, celles de y' sont les mêmes depuis 2q =— t,

jusqu'à 2 q=— 9
,
que depuis 2 q= v

,
jusqu'à 2q =2v—-9/ en

supposant donc 2q+ Q — q', ce qui donne

y.' = y..cos.*p — sin.
2
p.cos. q' ;

on aura

^"=y ""«2— j«t 7t.a^+ a a^.Jy'.dp . dq'

.

sin.p /

les intégrales étant prises depuis p= o, jusqu'àp= 72-, et depuis

y' = o
,
jusqu'à q'= 2 ît.

Maintenant , si l'on désigne par cf.N , l'intégrale de toutes les

forces étrangères à l'attraction du sphéroïde , et multipliées par les

élémens de leurs directions ; on aura par le n°. a4, dans le cas de

l'équilibre

,

constante =V+ «3
.N ;

et en substituant au lieu de /^"sa valeur, on aura

constante= j« nr'-.y— ct.Jy'.dp . dq' .sin.p— JVy

équation qui n'est évidemment que l'équation de l'équilibre du

n°. 24, présentée sous une autre forme. Cette équation étant linéaire,

il en résulte que si un nombre quelconque i de rayons a. (i-Yv-y),

a.(x + a.v) , &c, y satisfont ; le rayon a. I i-{--.(y+p+ &cj
| y

satisfera pareillement.
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Supposons que les forces étrangères se réduisent à la force cen-

trifuge due au mouvement de rotation du sphéroïde, et nom-
mons g, cette force, à la distance 1 , de l'axe de rotation; nous

aurons par le n°. 25, N=~g.(i—(f); l'équation de l'équilibre

sera par conséquent

,

const.= ^cLTr.y— ct.fy'.dp.dq' .s'm.p— kg'C 1— P*)'-

En la différentiant trois fois de suite, relativement à y, et en ob-

servant que I
—— j

= cos.*p , en vertu de l'équation

ld= y- cos.'p— s'm.*p . cos. q' ,•

on aura

=^\d^)—fdp. dq\sin.p. cos?p.(ç^;
A, ir

or on a fdp . dq' . sm.p . cos.
6 p =— / on pourra donc mettre

l'équation précédente sous cette forme

,

o=/ip.c? Sr'.sin.p.cos.
6

P.|{.^j—(^)j-
Cette équation doit avoir lieu

,
quel que soit y ; or il est clair que

parmi toutes les valeurs comprises depuis //- =— 1, jusqu'à [*== i
t

il en existe une que nous désignerons par h , et qui est telle

,

qu'abstraction faite du signe , aucune des valeurs de (— j
ne sur-

passera pas celle qui est relative à h; en désignant donc par Jï,

cette dernière valeur , on aura

o=fdp.dq'.sïn.p.cos. ep.^H—
(jfy}-

La quantité |H— (~t~~^) es* évidemment du même signe que H,

et le facteur sin.p.cos. G
p est constamment positif dans toute l'éten-

due de l'intégrale ; les élémens de cette intégrale sont donc tous

du même signe que H ; d'où il suit que l'intégrale entière ne peut

être nulle , à moins que H ne le soit lui-même , ce qui exige que

l'on ait généralement, 0== (~ri)} d'où l'on tire en intégrant,

/, m , n , étant des constantes arbitraires.

K 2
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Si l'on fixe l'origine des rayons, au milieu de l'axe de révolution

,

et que l'on prenne pour a , la moitié de cet axe
, y sera nul , lors-

que f*= i j et lorsque /w=— 1 , ce qui donne m= o , et n=— l

;

la valeur de y devient ainsi , l.(x— p*) ; en la substituant dans

l'équation de l'équilibre

constante= \ a, 7i.y— afy'dp . dq'.sin.p— ~ g. (1— (f) /„

on trouvera «/=——= {«?, *<p étant le l'apport de la force centri-

fuge à la pesanteur à l'équateur , rapport qui est à très-peu près

égal à— ; le rayon du sphéroïde sera donc

a '\ 1 ^~T">
'1~'*vjj"

d'où il suit que ce sphéroïde est un ellipsoïde de révolution; ce qui

est conforme à ce qui précède.

Nous voilà ainsi parvenus à déterminer directement , et indé-

pendamment des suites , la figure d'un sphéroïde homogène de

révolution qui tourne sur son axe , et à faire voir qu'elle ne peut

être que celle d'un ellipsoïde qui se réduit à une sphère , lorsque

q,= o; en sorte que la sphère est la seule figure de révolution qui

satisfasse à l'équilibre d'une masse fluide homogène immobile.

De-là , on peut généralement conclure
,
que si la masse fluide est

sollicitée par des forces quelconques très-petites ; il n'y a qu'une

•seule figure possible d'équilibre , ou ce qui revient au même, il n'y

a qu'un seul rayon a.(i + *y) qui puisse satisfaire à l'équation

de l'équilibre

constante= f «*.y— <*•.fy'dp .dq '

. sin.p—N;
y étant une fonction de 9 et de la longitude * , et y' étant ce que

devient y , lorsque l'on y change 9 et «• en 6' et ^'. Supposons , en

effet
,
qu'il y ait deux rayons différens a. (i + ay) et a . (î + a.y+ a.v)

qui satisfassent à cette équation ; on aura

constante= jttT.(y-\r v)— a .f(y'+ v').dp.dq'. sin.p— N.

En retranchant l'équation précédente , de celle-ci , on aura

constante == \ w.v—fv' .dp.dq''. sin.p.
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Cette équation est visiblement celle d'un sphéroïde homogène en

équilibre, dont le rayon est a.(i+*p), et qui n'est sollicité par

aucune force étrangère à l'attraction de ses molécules. L'angle <a

disparoissant de lui-même dans cette équation; le rayon a. (1+* v

)

y satisferait encore, en y changeant & successivement dans -sr+ rfar

ir+2.dér, &c.; d'où il suit que si l'on nomme *>,, t>2 , &c, ce que

devient v , en vertu de ces ehangemens ; le rayon

a. {l+a.p.d'®+ cip
t
.dw+av

!!
..d'sr+ &c.},

ou a.(i+a..fpd&) satisfera à l'équation précédente. Si l'on prend

l'intégrale/W^-, depuis ^=0, jusqu'à ^=277-, le rayon a.(i-\-a.Jpdu)

devient celai d'un sphéroïde de révolution
,
qui, par ce qui pré-

cède, ne peut être qu'une sphère.; voyons la condition qui en

résulte pour v.

Supposons que a soit la plus courte distance du centre de gra-

vité du sphéroïde dont le rayon est a.(i + a.v) , à la surface, et

fixons le pôle , ou l'origine de l'angle 9 , à l'extrémité de aj p sera

nul au pôle, et positif
,
par-tout ailleurs ; il en sera de même,

de l'intégrale fv dv. Maintenant
,
puisque le centre de gravité du

sphéroïde dont le rayon est a. (1 + av) , est au centre de la sphère

dont le rayon est a; ce point sera pareillement ie centre de gravité

du sphéroïde dont le rayon est a.(\-\-a..fvd'm); les différens rayons

menés de ce centre , à la surface de ce dernier sphéroïde , sont

donc inégaux entre eux , si v n'est pas nul ; il ne peut donc être

une sphère que dans le cas de f= o ; ainsi, nous sommes assurés

qu'un sphéroïde homogène sollicité par des forces quelconques

très-petites , ne peut être en équilibre que d'une seule manière.

2 7. Nous avons supposé que N est indépendant de la figure

du sphéroïde ; c'est ce qui a lieu à très - peu près , lorsque les

forces étrangères à l'action des molécules fluides, sont dues à

la force centrifuge de son mouvement de rotation , et à l'attrac-

tion des corps extérieurs au sphéroïde. Mais si l'on conçoit au
centre du sphéroïde , une force finie dépendante de la dis-

tance; son action sur les molécules placées à la surface du fluide?

dépendra de la nature de cette surface, et par conséquent , N dé-
pendra de y. Ce cas est celui d'une masse fluide homogène, qui

recouvre une sphère d'une densité différente de celle du fluide
;
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car on peut considérer cette sphère , comme étant de même den-

sité que le fluide, et placer à son centre, une force réciproque

au quarré des distances; de manière que si l'on nomme c, le rayon

de la sphère, et p sa densité, celle du fluide étant prise pour unité
;

cette force, à la distance /-, sera égale à \?. . En la mul-

tipliant par l'élément —dr, de sa direction; l'intégrale du pro-
•3 / 1

duit, sera \tt.— , quantité qu'il faut ajouter à cfN ; et

comme à la surface, on a r=a. (i+*y) , il faudra dans l'équation

de l'équilibre du n°. précédent, ajouter à iV, j^
-
. . (x— *y).

Cette équation deviendra,

Â dLQT Ç C l

const. ——— . I i + (p
— 1)'~ \-y— n-fy' .dp.dq .sin.p— N.

Si l'on désigne par a.(\-\-o.y -\-a.v) , une nouvelle expression du

rayon du sphéroïde en équilibre ; on aura pour déterminer v
,

l'équation

const. =rJ7r.j î + fp— ij.—
J
.v—fp' .dp.dq .s'm.p ;

équation qui est celle de l'équilibre du sphéroïde , en le supposant

immobile , et en faisant abstraction de toute force extérieure.

Si le sphéroïde est de révolution , v sera uniquement , fonction

de cos. 9 ou de p; or on peut dans ce cas , le déterminer par l'ana-

lyse du n°. précédent; car si l'on différentie cette équation, i+x
fois de suite , relativement à /u , on aura

mais on a

fdp.dq .sin.ja . cos."
+*-p= —. ;

l'équation précédente peut donc être mise sous cette forme
;

o=/*.^i„,.C„,-> ((^).(1+ff_ 1;.fl).(^)_(^|.

On peut prendre i, tel qu'abstraction faite du signe, on ait
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en supposant donc que i soit le plus petit nombre entier positif

qui rende cette quantité plus grande que l'unité , on s'assurera,

comme dans le n°. précédent, que cette équation ne peut être satis-

faite, à moins que l'on ne suppose (

A
.+; j =0; ce qui donne

v= S+^t.lJ-> + B. l
J-*+ &c.

En substituant dans l'équation précédente de l'équilibre , au lieu

de v , cette valeur , et au lieu de v'',

H
,i+ ^.v' i

-
1 +B.tS-*+ &c.

,

(j! étant par le n°. précédent, égal à y.cos.'^p. — sin/p.cos. q'; on

trouvera d'abord

c3 - 3

a3 zi-\-i

ce qui suppose p égal ou moindre que l'unité ; ainsi , toutes les

fois que a, c et p ne seront pas tels que cette équation soit satis-

faite, i étant un nombre entier positif, le fluide ne pourra être

en équilibre que d'une seule manière. On aura ensuite

*d = o .• B= -—. •• &c.
2.(2J l)

en sorte que

V — y- —

:

.(* -f
-——. r——

:

—
.f* — «C.

,
B.(2t

—

l) 2.4.(£J— l).(2l Ô)

il y a donc généralement deux figures d'équilibre, puisque a.v est

susceptible de deux valeurs dont l'une est donnée par la suppo-

sition de a= o , et dont l'autre est donnée par la supposition de v

égal à la fonction précédente de p.

Si le sphéroïde est sans mouvement de rotation, et n'est sollicité

par aucune force étrangère à l'action de ses molécules 5 la pre-

mière de ces deux figures est une sphère, et la seconde a pour

méridien, une courbe de l'ordre i. Ces deux courbes se confondent

dans le cas de i= i, parce que le rayon a.(\ + &(*.) est celui d'une

sphère dans laquelle l'origine des rayons est à la distance *, de

son centre; mais alors, il est aisé devoir que p=i, c'est-à-dire

que le sphéroïde est homogène, ce qui est conforme au résultat du
n°. précédent.
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20. Lorsque l'on a les figures de révolution, qui satisfont à

l'équilibre ; il est facile d'en conclure celles qui ne sont pas de

révolution
,
par la méthode suivante. Au lieu de fixer l'origine

de l'angle 9 , à l'extrémité de l'axe de révolution; supposons qu'elle

soit à une distance y de cette extrémité , et nommons 6' la distance

à cette même extrémité , du point de la surface dont 9 est la dis-

tance à la nouvelle origine de l'angle 6, Nommons de plus <5f
— £,

l'angle compris entre les deux arcs 9 et y ; nous aurons

cos. 9'= cos. y. cos. 9+ sin. y. sin. 9 . cos, (V— S) $

en désignant donc par T.(cosJ') la fonction

cos.'.fl'
l -(l~ l )

.cos/
-2

. 9'+ &c.j
2.(21+ 1;

'

le rayon du sphéroïde immobile , en équilibre
,
que nous venons

de voir être égal à a. {î + ar.fcos. 9'^}, sera

a+ a. a . r . { cos .y . cos. 9+ sin,y. sin. 9 . cos. (*?-*-€)};

et quoiqu'il soit fonction de l'angle 1* , il appartient à un solide de

révolution, dans lequel l'angle 9 n'est point à l'extrémité de l'axe

de révolution.

Puisque ce rayon satisfait à l'équation de l'équilibre, quels que

soient a, € et y ; il y satisfera encore, en changeant ces quantités

en «', G' et y' ; a", C" et y", &c, ; d'où il suit que cette équation

étant linéaire , le rayon

a+ sl a. r. { cos. y cos. 9 -f sin. y. sin. 9 . cos. (tr— C)}

+ ct'a.r. (cos.j/.cos. 9+sin.y.sin. 9. cos. (&—S')}

+ &c.

y satisfera pareillement. Le sphéroïde auquel ce rayon appartient,

n'est plus de révolution; il est formé d'une sphère du rayon a,

et d'un nombre quelconque de couches semblables à l'excès du

sphéroïde de révolution, dont le rayon est a. -\-ct,x.T(y.)
:
sur la

sphère dont le rayon est a , ces couches étant posées arbitraire-

ment les unes au-dessus des autres.

Si l'on compare l'expression de r . ('cos. Q'), à celle dePW du nQ
. 25;

on verra que ces deux fonctions sont semblables , et qu'elles ne

diffèrent
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diffèrent que par les quantités y et €, qui dans P^ sont v et 4»

et par un l'acteur indépendant de y. et de «• ; on a donc

C,,
„

frf.r.fcos. fl'n) /^.r.CcosJ'A

0=V-ri-^;.{—^—jf ( rf4r . ,

)

) J: !

}
-Ç + > £.+i.(i+i).T.(cos.6).

I dp. \ 1 — [j.[t

Il est facile d'en conclure, que si l'on représente par uY^, la

fonction

*.r. {cos. >.cos. fl + sin.j/.sin. 9. cos. (V— C)}

-i-a'.r. {cos.j/.cos. ô-j-sin. j/.sin. 3. cos. (^— C')}

-h &c.
,

Y^l sera une fonction rationnelle et entière de /* , V \— n* . cos. «
,

vi— ft
a
..sÙ3u«j qui satisfera à l'équation aux différences partielles,

en choisissant donc pour 2^w
, la fonction la plus générale de cette

nature ; la fonction a.(\ + a.Y^) sera l'expression la plus générale

du sphéroïde immobile, en équilibre.

On peut parvenir au même résultat , au moyen de l'expression

de p^en séries , du n". 11 ; car l'équation de l'équilibre étant par

le n°. précédent,

si l'on suppose que toutes les forces étrangères à l'action récipro-

que des molécules fluides , se réduisent à une seule force attrac-

tive égale à \ir. , placée au centre du sphéroïde ; en mul-

tipliant cette force, par l'élément — dr, de sa direction , et en

l'intégrant ensuite , on aura

(p-i; . c 3

\ ir. = a .N

;

3
r

et comme à la surface , r= a.(i-jra.y), l'équation précédente de

l'équilibre deviendra
C

const.=--/^+|tt'jr.

—

.(1— O'J'a

Mécan. cél. Tome II. L
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Eu substituant , dans cette équation , au lieu de f, sa valeur

donnée par la formule (5) du n°. il, dans laquelle on mettra

pour 7*, sa valeur a.(i + a-j)
, et en substituant pour y, sa valeur

on aura

' °={(i-0-Ç+?}-rM+(i-r)^,-r<'>+{(i-,)-ï-r}-ï'-->

+{f i-'j-H^=f)}-
i
' ,i,+^>-

la constante a étant supposée telle que const. =yf,as
. Cette équa-

tion donne Y (o) = o, F"(')=o-, Y^= o, &c. ; à moins que le

coefficient de l'une de ces quantités , de Y^ par exemple , ne soit

nul , ce qui donne

c3 a-i — s

i étant un nombre en' ier positif, et dans ce cas, toutes ces quan-

tités sont nulles , excepté Y^>; on aura donc alors y= Y^, ce qui

est conforme à ce que nous venons de trouver.

On voit ainsi, que les résultats obtenus par la réduction de V
en série , ont toute la généi-alité possible , et qu'il nT

est point à

craindre que quelque figure d'équilibre échappe à l'analyse fon-

dée sur cette réduction ; ce qui confirme ce que l'on a vu à priori,

par l'analyse du n°. 1 1 , dans lequel nous avons prouvé que la

forme que nous avons donnée, au rayon des sphéroïdes, n'est point

arbitraire , et découle de la nature même de leurs attractions.

20. Reprenons maintenant , l'équation (i) du n°. 23. Si l'on y
substitue pour V> sa valeur donnée par la formule (6) du n°. i4

;

on aura relativement aux différentes couches fluides

,

f^= avJe.d.at

'+4**.ff.dÀa\Y&+£:YW+~rn+A- .^ (3)+ &e.]J p
J

. I a 5 7a
J

3r r { or 5ra jr3
, J

+ *>.'. {Z^+Z^+ r.Z^+ r\Z^+ &c.};
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les différentielles et les intégrales étant relatives à la variable a :

les deux premières intégrales du second membre de cette équa-

tion , doivent être prises depuis a= a
,
jusqu'à a= 1 , a étant

la valeur de a, relative à la couche fluide de niveau, que l'on

considère, et cette valeur à la surface, étant prise pour unité:

les deux dernières intégrales doivent être prises depuis a= o,

jusqu'à a=a: enfin, le rayon r doit être changé en a.(L + ay),

après toutes les différentiations et les intégrations. Dans les termes

multipliés par a.
, il suffira de changer /• en a ; mais dans le terme

—
.ff. d.a

3
,, il faudra substituer a.(i+a.y)

,
pour r; ce qui le

Sr

change dans celui-ci, —— . jfi— cx,y).f?.d.a?) et par conséquent,
00

dans le suivant

,

Cela posé ; si dans l'équation (1), on compare les fonctions sembla-

bles , on aura d'abord

T—= 2*.fe.d.a'+k**.ff.d(a
,.Yto)+i^ff .d.a

1

*J ù (y Cl

— ^,YW.fp.d.a3 +^fp.d(a3YW) + *a\Z^;-

les deux premières intégrales du second membre de cette équation

étant prises depuis <z= a
,
jusqu'à a— i ; les trois autres intégrales

de ce second membre devant être prises depuis a= o, jusqu'à

a— a. Cette équation ne déterminant ni a , ni Y^ , mais don-

nant seulement un rapport entre ces deux quantités ; on voit que

la valeur de Y^ est arbitraire , et peut être déterminée à volonté.

On aura ensuite , i étant égal ou plus grand que l'unité

,

o=i^-. /).</.(— )——.ru.fp.d.u3

îa première intégrale étant prise depuis a=a
,
jusqu'à a= i , et

les deux autres étant prises depuis a= o, jusqu'à o=a. Celte

L 2
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équation donnera la valeur de Y {1

\ relative à chaque couche fluide,

lorsque la loi des densités
f
sera connue.

Pour réduire ces différentes intégrales , dans les mêmes limites,

soit

l'intégrale étant prise depuis a= o, jusqu'à a= i; Z"^ sera une

quantité indépendante de a , et l'équation (2) deviendra

— o.f? .d. (a
i+î

. Y©;— 3 ad+1 . Z ^ i

toutes les intégrales étant prises depuis a— o
,
jusqu'à a= a.

On pourra faire disparaître les signes d'intégration
,
par des

différentiations relatives à a; et l'on aura l'équation différentielle du

second ordre

,

\ dd- ) [ a* fp.d.a3 ]' jp.d.a3 \ da )'

L'intégrale de cette équation donnera la valeur de YW avec deux

constantes arbitraires ; ces constantes sont des fonctions ration-

nelles et entières de l'ordre i, de/*, V 1—^.sin.OTj etKi—^.cos.-sr,

telles qu'en les représentant par U^l

\ elles satisfont à l'équation

aux différences partielles

,

f a y. j 1 — 1*1*.

L'une de ces fonctions se déterminera au moyen de la fonction Z ,<f
\

qui a disparu par les différentiations , et il est visible qu'elle sera

un multiple de cette fonction. Quant à l'autre fonction, si l'on

suppose que le fluide recouvre un noyau solide , elle se détermi-

nera au moyen de l'équation à la surface du noyau , en observant

que la valeur de Y^ relative à la couche fluide contigue à cette

surface, est la même que celle de cette surface. Ainsi la figure

du sphéroïde dépend et de la figure du noyau intérieur, et des

forces qui sollicitent le fluide.
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ÔO. Si le sphéroïde est entièrement fluide, rien ne déter-

minant alors, une des constantes arbitraires ; il semble qu'il doit

y avoir une infinité de figures d'équilibre. Examinons particulière-

ment ce cas d'autant plus intéressant, qu'il paroît avoir eu lieu

primitivement, pour les corps célestes.

Nous observerons d'abord que les couches du sphéroïde doivent

diminuer de densité , en allant du centre à la surface ; car il est clair

que si une couche plus dense étoit placée au-dessus d'une couche

moins dense , ses molécules pénétreroient dans celle-ci , de même
qu'un corps pesant s'enfonce dans un fluide de moindre densité ; le

sphéroïde ne seroit donc point en équilibre. Mais quelle que soit sa

densité au centre , elle ne peut être que finie ; en réduisant donc

l'expression de p , dans une suite ascendante par rapport aux puis-

sances de a, cette suite sera de la forme S— y. a"— &c. , £, y et n

étant positifs j on aura ainsi
,

a3
.- p ny . a*

L-r- y . -. v+ &c. ;

fp.d-a3 (n+5).C

et l'équation différentielle en Y^ deviendra

Pour intégrer cette équation , supposons que JTW soit développé

dans une suite ascendante par rapport aux puissances de a, de cette

forme

,

Y^==a s<Wi
î+ as'.U'U+ &c.

J

l'équation différentielle précédente donnera

En comparant les puissances semblables de a; on a d'abord

(s+ i-\- 5). (s— ï'4-2j=o; ce qui donne s= i— 2, et s —— i— 3.

A chacune de ces valeurs de s , répond une série particulière

qui étant multipliée par une arbitraire
;
sera une intégrale de
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l'équation différentielle en Y^ 1

) ; la somme de ces deux inté-

grales , en sera l'intégrale complète. Dans le cas présent , la

suite
,
qui répond à s=— i— 5 , doit être rejetée ; car il en résul-

terait pour a jrco, une valeur infinie , lorsque a seroit infiniment

petit , ce qui rendroit infinis , les rayons des couches infiniment

voisines du centre. Ainsi , des deux intégrales particulières de l'ex-

pression de Y^, celle qui répond à s= i— 2, doit seule être ad-

mise. Cette expression ne renferme plus alors
,
qu'une arbitraire

qui sera déterminée par la fonction Z^,

Z^ étant nul par le n°. 2ù , Y^ est pareillement nul , en sorte

que le centre de gravité de chaque couche , est au centre de gravité

du sphéroïde entier. En effet, l'équation différentielle en Y^ du

ïi°. précédent, donne

\ dq* ) \a- fp.d.a 3)' Jp.d.a 3 '\ da }'

[7(0

On satisfait à cette équation, en faisant YW~== , Î7(,) étant
a

indépendant de a. Cette valeur de Y^ est celle qui répond à l'équa-

tion. s=j— j.; elle est, par conséquent, la seule que l'on doive

admettre. En, la substituant dans l'équation (2) du n°. précédent

,

et en y supposant Z^^—o, la fonction £7( ') disparoît, et par con-

séquent, reste arbitraire ; mais la condition que l'originedu rayon r,

est au centre de gravité du sphéroïde terrestre , la rend nulle; car

on verra dans le n°. suivant ,
qu'alors Y^ est nul à la surface de

tout sphéroïde recouvert d'une couche de fluide en équilibre ; on

aura donc dans le cas présent, £/(')= o; ainsi Y^ l)
est nul relati-

vement ta toutes les couches fluides qui forment le sphéroïde.

Considérons maintenant l'équation générale
,

Y^= a\U^+ as'.U'^+ &c

s étant, comme on vient de le voir , égal à i— 2 , s est nul ou

positif, lorsque i est égal ou plus grand que 2 ; de plus , les fonc-

tions U' Kl
\ U'l(f

\ &c. , sont données en U {i

\ par l'équation (e) de

ce n°. 5 en sorte que l'on a

Y^-=h.U^i

h étant une fonction de a , et Z7C0 en étant indépendant. Si l'on



PREMIÈRE PARTIE, WVRE III. 87

' substitue cette valeur de Yi0 dans l'équation différentielle en T"co
,

on aura

ddh f Gr-.a 3
) h G:-p.-tP dh !

da* ~
\ Jp.d.a 3

) a? fp.d.a3 ' da°

r . S • p • a?
Le produit i. (i+ 1) est plus grand que ——-—— , lorsque i est égal

p.a :i

ou plus grand que 2 ; car la fraction -;—;—— est moindre que
Jp.d.a J *

l'unité ; en effet , son dénominateur fp . d. a3
est égal à p . a3—

-fa
3

. dp
,

et la quantité —fa 3
. dp est positive, puisque p diminue du centre

à la surface.

dh
Il suit de-là que h et -r- sont constamment positifs, du centre

à la surface. Pour le faire voir , supposons que ces deux quantités

soient positives , en partant du centre j dh doit alors devenir

négatif avant h , et il est clair qu'il doit pour cela, passer par zéro;

mais dès l'instant où il est nul, ddh devient positif, en vertu de

l'équation précédente , et par conséquent dh commence à croître
;.

il ne peut donc jamais devenir négatif; d'où il suit que h et dh
conservent constamment le même signe , du centre à la surface.

Maintenant , ces deux quantités sont positives en partant du

centre; car on a, en vertu de l'équation (e), s'— 2 = s-\-n— 2,

ce qui donne s' =^i-\-n— 2; on a ensuite
,

(s'+i+ 5).(s>-i+ ».U'V= L+12, ..

d'où l'on tire

on aura donc
6.(i—i);y.a*+*?v-

h= cf—+— ~ + &e.
;

dh _3
G.(i-i).(i + n- a).y.<è+*-i

da (n.-\-ô).(2,i-\-n-\-i),»

y, C et n étant positifs , on voit qu'au centre , h et d h sont positifs

,

lorsque i est égal ou plus grand que 2 ; ils sont donc constarr>

juent positifs, du centre à la surface,
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Relativement à la Terre, à la Lune , à Jupiter, &c. , Z^ est

nul ou insensible , lorsque i est égal ou plus grand que 3 ; l'équa-

tion (2) du n°. précédent , devient alors,

o == f 5a*** .ff.d.(^-\— (-2i+ i).a
!

.h .fF.d.a
3+ 5 .fP.d.(a

i+3
.h) ] . Z7$;

la première intégrale étant prise depuis a=a, jusqu'à a = 1 , et

les deux autres étant prises depuis a= , jusqu'à a= a. A la sur-

face où <z=i , cette équation devient

o={—(2i+i).h.ff
.d.a3 + 5.fp.d.(a

i+ s .7i)}.UU i

équation que l'on peut mettre sous cette forme

,

o= {—(2 i—2).p.h-\-(2i+i). h.fa
3
.dp— 5 .fa

i+zh. dp } . U®.

dp est négatif, du centre à la surface, et h croît dans le même
intervalle; la fonction (2 i+ \).h.fa? .dp— o.fal+3 h.dp est donc

négative dans le même intervalle ; ainsi dans l'équation précé-

dente, le coefficient de Zfl
l) est négatif, et ne peut être nul à la surface

;

U^ doit donc être nul, ce qui donne yW-==o; l'expression du

rayon du sphéroïde se réduit ainsi à , a 4- a. a . {Y ( ° ' 4- Y^ } ; c'est-

à-dire que la surface de chaque couche de niveau du sphéroïde est

elliptique, et par conséquent, sa surface extérieure est elliptique.

Z^'\ par rapport à laTerre , est, par le n°, 25, égal à . (V—j);

l'équation (2) du n°. précédent donne ainsi
;

o == {^.aKfp.dh- ^a\h.f?.d.az+ ^.fp.d(a
hh)}.U^-^-.a\(^-\).

A la surface , la première intégrale fp . dh est nulle; on aura donc

à cette surface où a= 1

,

fv.h.fp.d.a3— î*.Jp.d.(ab h)

Soit * ? , le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équa-

teur ; l'expression de la pesanteur étant aux quantités près de

l'ordre a, égale à ^7r.fp.d.a
3

j on aura g= jTa.ç.fp.d.a?; partant

Z7Q=—-»'fr'-iL_.
r , fp.d(a*h)>

2h—j.——-y—
Jp.açiçi

En
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en comprenant donc dans la constante arbitraire a, que nous avons

prise pour l'unité , la fonction

,
fp.d(a>h)

'

5A— j.

le rayon du sphéroïde terrestre à la surface , sera

ah.l!.(l—(S)
1 +

a.fp.d(^h)'
2h

b.fp.cfda

Ce rayon est celui d'un ellipsoïde de révolution , dont le demi-

petit axe est l'unité , et dont le demi-grand axe est

a h.tp

1 + ~~
a.ff.d(rfh)'

2h —-T7 7J~5- I p.a'da

La figure de la terre supposée fluide , ne peut donc être que celle

d'un ellipsoïde de révolution , dont toutes les couches de même

densité , sont elliptiques et de révolution , et dans lequel les ellip-

ticités croissent, et les densités diminuent du centre à la surface.

Le rapport des ellipticités aux densités , est donné par l'équation

différentielle du second ordre

,

ddh_ 6h / pa 3 \ ap.a* dh

da*~~ aa \ 3.fp.a''daJ fp.a^da' da'

Cette équation n'est intégrable par les méthodes connues
,
que dans

quelques suppositions particulières sur les densités p ; mais si la

loi des ellipticités étoit donnée, on auroit facilement celle des

densités correspondantes. On a vu que l'expression de h donnée

par l'intégrale de cette équation , ne renferme dans la question

présente
,
qu'une arbitraire qui disparoît de la valeur précédente

du rayon du sphéroïde ; il n'y a donc qu'une seule figure d'équi-

libre très -peu différente de la sphère, qui soit possible, et il est

facile de s'assurer que les limites de l'applatissement de cette figure

sont '— et -,>"'?>) dont la première répond au cas où toute la masse

du sphéroïde seroit réunie au centre , et dont la seconde répond au

cas où cette masse seroit homogène.

Les directions de la pesanteur, depuis un point quelconque de la

surface
,
jusqu'au centre , ne forment point une ligne droite, mais

Mécan. cél. Tome II, M
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une courbe dont les élémens sont perpendiculaires aux couches de

niveau qu'elle traverse : cette courbe est la trajectoire à angles

droits } de toutes les ellipses qui par leur révolution , forment ces

couches. Pour déterminer sa nature
,
prenons pour axe , le rayon

mené du centre au point de la surface, S étant l'angle que ce rayon

forme avec l'axe de révolution. On vient de voir que l'expres-

sion générale du rayon d'une couche quelconque du sphéroïde,

est a+ a. Jc.ah.(\ — /**) , k étant indépendant de a: de-là il est

facile de conclure
,
que si l'on nomme &y', l'ordonnée abaissée d'un

point quelconque de la courbe sur son axe , on aura

a.y= aa£.sin.2 9. I c—J >,

c étant la valeur entière de l'intégrale f——
,
prise depuis le centre

J Ci

jusqu'à la surface.

1 . Considérons présentement le cas général dans lequel le

sphéroïde toujours fluide à sa surface
,
peut renfermer un noyau

solide d'une figure quelconque peu différente de la sphère. Le

rayon mené du centre de gravité du sphéroïde à sa surface, et la loi

de la pesanteur à cette surface , ont quelques propriétés générales
,

qu'il est d'autant plus essentiel de considérer
,
que ces propriétés

sont indépendantes de toute hypothèse.

La première de ces propriétés est que dans l'état d'équilibre, la

partie fluide du sphéroïde doit toujours se disposer de manière

que la fonction Y^ disparoisse de l'expression du rayon mené

du centre de gravité du sphéroïde entier , à sa surface ; en sorte

que le centre de gravité de cette surface , coincide avec celui du

sphéroïde.

Pour le'faire voir , nous observerons que R étant supposé repré-

senter le rayon mené du centre de gravité du sphéroïde, à l'une

quelconque de ses molécules ; l'expression de cette molécule sera

p.R\dR.dp.d™j et l'on aura par le n°. 12, en vertu des proprié-

tés du centre de gravité
,

o =/p.i?3 .dR.dp.d'&.p ;

o —fp.R3
.dR.diJ..d'&. V 1— tS.sin.'B- ;

o=ff>.R\dR.dp.d<&. Vx— /^.cos. & ;
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Concevons l'intégrale fp.IV.dR prise relativement à R, depuis

l'origine de M, jusqu'à la surface du sphéroïde , et ensuite déve-

loppée dans une série de la forme

iVW étant, quel que soit i } assujéti à l'équation aux différences

partielles

,

,j*:{o^.(w{ m
d[j. J 1— )j.y.

on aura par le n°. 1 2 , lorsque i est différent de l'unité
,

o=fN {iKpdp.d'sr ; o=fN {i\diJ..dv. v
/
i—is.\sin.'v;

o —fiy^Kdn.dv. V 1—/A
a
.cos.^.

Les trois équations précédentes données par la nature du centre de

gravité , deviendront

o=fN ('*Kf*.dp.dv ; o=fN^'Kd(Ji..d'nr.V
/
i—f*

a
. sin. & ;

O =fN^\d[J..d^. VI tS.CQS.'sr.

W> est de la forme Hp+H'. V 1—i^.im.^+H" . V\—^.cos.^;

en substituant cette valeur , dans ces trois équations , on aura

H=o ; H'= o ; H"= o;

partant iV
(l) =:o • c'est la condition nécessaire pour que l'origine

de H soit au centre de gravité du sphéroïde.

Voyons maintenant , ce que devient -ZV~
(|) relativement aux

sphéroïdes peu différens de la sphère , et recouverts d'un fluide

en équilibre. On a dans ce cas, M = a.(i + *y) , et l'intégrale

fp.RKdR, devient ^f?.d. {^.(î + ^cty)}, la différentielle et l'in-

tégrale étant relatives à la variable a , dont p est fonction. En
substituant pour y, sa valeur Y{0^+Y (^+Y^+ &c. , on aura

N^ = *.f.p.d(ct.Y^).

L'équation (2) dun°. 29, donne à la surface où <z=i , et en obser-

vant que Z^ est nul,

fP
.d.(aKY^) = Y^.fp.d.a' t

la valeur de Y^ dans le second membre de cette équation , étant

M 2
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relative à la surface; ainsi iV"(,) étant nul, lorsque l'origine de R
est au centre de gravité du sphéroïde, on a pareillement Y" (,)= o.

01. L'état permanent de l'équilibre des corps célestes, nous

fait connoître encore quelques propriétés de leurs rayons. Si les

planètes ne tournoient pas exactement , ou du moins , à très-peu

près , autour d'un de leurs trois axes principaux de rotation , il en

résulterait daus la position de leurs axes de rotation , des cliange-

mens qui seraient sensibles , sur- tout pour la terre ; et comme les

observations les plus précises n'en font appercevoir aucun, nous

devons en conclure que depuis long- temps , toutes les parties des

corps célestes, et principalement les parties fluides de leurs sur-

faces , se sont disposées de manière à rendre stables, leur état d'équi-

libre, et par conséquent, leurs axes de rotation. Il est en effet, très -

naturel de penser qu'après un grand nombre d'oscillations , elles

ont dû se fixer à cet état , en vertu des résistances qu'elles éprou-

vent. Voyons maintenant, les conditions qui en résultent dans

l'expression des rayons des corps célestes.

Si l'on nomme x, y, z, les coordonnées rectangles d'une molé-

cule dM du sphéroïde , rapportées aux trois axes principaux

,

l'axe des x étant l'axe de rotation du sphéroïde ; on aura par les

propriétés de ces axes , démontrées dans le premier Livre,

o=fxy.dM ; 0—fxz.dM; o=fyz.dM;
les intégrales devant s'étendre à la masse entière du sphéroïde.

R étant le rayon- mené de l'origine des coordonnées, à la molé-

cule dM ; S étant l'angle formé par R et par l'axe de rotation,-

et m étant l'angle que le plan formé par cet axe et par R , fait avec

le plan formé par cet axe et par celui des deux axes principaux
,

qui est l'axe desy$ on aura

x= R[/. ; y = R.v 1

—

p.*. côs.* ; z = R.V î— f^.sin.'sr,-

dM— p.R\dR.dn.dv.

Les trois équations données par la nature des axes principaux de

rotation, deviendront ainsi,

o =ff*.R i .dR.diA.d&.iJ.. vi—^.eos.»,'

o =fp.R [.dR,dp.d™.iA. Vi—y.* . sin. ta s

o =fp.R4 .dR.dp.d'v.(i—n*).sin. a «•.
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Concevons l'intégrale fp.R^dR ,
prise par rapport à R, depuis

R= o
,
jusqu'à la valeur de R à la surface du sphéroïde , et déve-

loppée dans une suite de la forme £/ (j)+ U^+ Z/W+ U^+dac,
Z/W étant quel que soit i, assujéti à l'équation aux différences

partielles
,

On aura par le théorème du n°. 12, lorsque i est différent de 2 , et

en observant que les fonctions, p. V 1— ^.cos.^, y-. V i— ^'.sin.^.,

et (1— ^.sin.2'3-, sont comprises dans la forme U^ j

o =/U(
'
lKdy.dtf.y.. vi— |M

a
.cos. ^ ,'

o =fU(-lKdp.dv.iJt.. V 1— i^.sin. w

;

Les trois équations relatives à la nature des axes de rotation,

deviendront ainsi

,

o= fZjfà\dp-.dix .[j.% V 1—•^
2
.cos.'3r ;

O =fV^~>.dy.d^.y.. V \—'f^.sin.-ffl-;

O =JV^.df..d-a.(x— ^J.sin. 2-ar.

Ces équations ne dépendent donc que de lavaleur de Z7W : cette valeur

est de la forme H.((S— ~)-\rJ3t'.y..V \—y-*.sm.<v-\-H".y..V
/
i—/^.cos.nr

+ H"'.(i— tf).sm. %&{ H'r
.(1— y?) . cos. 2 « : en la substituant

dans les trois équations précédentes , on aura

iT= o ; H"=o; H"=o.
C'est à ces trois conditions que se réduisent les conditions néces-

saires pour que les trois axes des x, desjy et des z, soient de véri-

tables axes de rotation , et alors Z7W sera de la forme

H.(^— \) +H'r
. (1—t^).cos.2 >*.

Lorsque le sphéroïde est un solide peu différent de la sphère

,

recouvert d'un fluide en équilibre ; on a R= a.( i + aj)
, et par

conséquent,

fp.RKdR= \.f? .d.{a\(\^
roaj)},
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Si l'on substitue pour y, sa valeur Y^+Y^-t-Y^+ lkc.; on aura

U^= cL.f? .d.(a
5 Yw).

L'équation (2) du n°. 29 , donne à la surface du sphéroïde

,

^j-.ff.d. (à . ¥*>)=f 7T .Yw ./> . d. a3—Z^ ;

Yw et Zw dans le second membre de cette équation , étant relatifs

à la surface ; on a donc

ha. ZWD™= i * .Y™ .fp .d.a
3———

.

La valeur de Z^ est de la forme

. (V— j)+g'.y.. V 1 — /*
a
.sin. ff^-g'.^. V 1— /x'-.cos.-sr

+g'"^(l y
a).Sm.2'n+g"r

. f l /W
2

J . COS. 2 ^ ;

et celle de Yw est de la forme

— h. (V— j^+ A'.^. ki— ji'.sin.w+A'-'.f*.n—/^.cos.^

+ A"'.('l— ^^.sill.2'isr+ Â"'.Cl—^.COS.2^

En substituant dans l'équation précédente , ces valeurs , et

H. (y-
2— \) +Hzr

. (1— &*)

.

cos. a«, au lieu de Uw,- on aura

«' s" s'"

h'= * r ; ti>= § r ; h'"~
^ir.fp.cfda 4^.fp.a^da 4^.fp.a2da

Telles sont les conditions qui résultent de la supposition que le

sphéroïde tourne autour d'un de ses axes principaux de rotation.

Cette supposition détermine les constantes h', h", h'", au moyen
des valeurs de g, g", g"; mais elle laisse indéterminées les quan

tités h et h'" , ainsi que les fonctions Y^, Y^\ &c.

Si les forces étrangères à l'attraction des molécules du sphéroïde
#

se réduisent à la force centrifuge due à son mouvement de rota-

tion; on aura g-'= o, g"—o, g"= o; partant A'=o, A"= o,

h'"= o , et l'expression de YW sera de la forme

— h. (y-— j) + hir
• (1— /^).cos a*.

ÙÔ. Considérons l'expression de la pesanteur, à la surface du

sphéroïde. Nommons p cette force; il est aisé de voir
,
par len°. 25,

que l'on aura sa valeur, en différenciant le second membre de
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l'équation (1) du n°. 2g ,
par rapport à r, et en divisant sa diffé-

rentielle
,
par — dr ; ce qui donne à la surface

,

7,=^/f.ia.+t-Vf^.{»'.r« +^.r«+^.rw+^.^+&c.}

—«r. {2.ZW + 2.ZW+ 5r.Z( 3
)+4r\Z«+ &c.};.

ces intégrales étant prises depuis a= o, jusqu'à a=l. Le rayon r

à la surface , est égal à 1 + <*y , ou égal à

i+«.{rw+rw+^w+&c.};

on aura ainsi

,

- a.{2.'^ )+2.^«+3.^3)+4.ZW+&c.}.

On peut faire disparoître les intégrales de cette expression, au

moyen de l'équation (2) du n°. 29, qui devient à la surface,

S-.fp . d. (ai+3 . rw ; =4*. rco ./P . tf . a3—z^
en supposant donc

,

3

on aura

p =p+*p. [rw+2.7ro +5. r c« + (i—i;.r»+&c.}

C'est par l'observation des longueurs du pendule à secondes
,
que

l'on a reconnu la variation de la pesanteur à la surface de la terre.

On a vu dans le premier Livre
,
que ces longueurs sont propor-

tionnelles à la pesanteur ; soient donc l et L , les longueurs du
pendule , correspondantes aux pesanteurs p et P j l'équation pré-

cédente donnera

l=L+*L-{YV + 2.YW+ 5-YW -K*—i).rm}

—^.{5.ZCt)+7-ZC3'+9-^«......+ C2i+i;.Z«}.
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Relativement à la terre, »2w se réduit parle n°. 23, à L - . (V— \) ,

clip

ou , ce qui revient au même ,
à -P-(l^— j), «<P étant le rap-

port de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur ;
de plus

,

Z^, Z^\ &c, , sont nuls ; on a donc

Le rayon oscillateur du méridien d'un sphéroïde qui a pour rayon

l + ay, est

•,W^) + ..j
rf -{ f,-w lJ -(^-)]

jy

en désignant donc par c, la grandeur du degré d'un cercle dont

le rayon est ce que nous avons pris pour l'unité ;
l'expression du

degré du méridien du sphéroïde , sera

S , (d »y\
,

\d.[(i-^).(^-)\^

f C d(J.

y est égal à r(»)+ FCl)+FM+ &c; on peut faire disparaître Y^\
en le comprenant dans la constante arbitraire que nous avons prise

pour l'unité ; et Zco
, en fixant l'origine du rayon, au centre de

gravité du sphéroïde entier. Ce rayon devient ainsi

,

Si l'on observe ensuite que

>_!; j V*- )!}--< p+.;rffi_ V i" j
dp J 1

—

y.p

l'expression du degré du méridien deviendra,

c— *c-{5.rC2)+ii.rœ +fi i+i-i>r«+&c)

+«

i — f-y-

Si
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Si l'on compare ces expressions du rayon terrestre , de la longueur

du pendule , et de la grandeur du degi'é du méridien; on voit que

le terme a.Y^ de l'expression du rayon , est multiplié par i— 1
,

dans l'expression de la longueur du pendule, et par i*+ i— 1, dans

celle du degré ; d'où il suit que pour peu que i— 1 soit considé-

rable , ce terme sera plus sensible dans les observations de la lon-

gueur du pendule
,
que dans celle de la parallaxe horizontale de la

lune
,
qui est proportionnelle au rayon terrestre ; il sera plus sen-

sible encore dans les mesures des degrés, que dans les longueurs

du pendule. La raison en est, que les termes de l'expression du

rayon terrestre subissent deux différentiations dans l'expression

du degré du méridien; et chaque différentiation multiplie ces

termes par l'exposant correspondant de [/., et les rend rinsi plus

considérables. Dans l'expression de la variation de deux degrés

consécutifs du méridien , les termes du rayon terrestre subisssent

trois différentiations consécutives ; ceux qui écartent la figure de la

terre, de celle d'un ellipsoïde, peuvent devenir par -là, très-

sensibles , et l'ellipticité conclue de cette variation
,
peut être fort

différente de celle que donnent les longueurs observées du pendule.

Ces trois expressions ont l'avantage d'être indépendantes de la

constitution intérieure de la terre , c'est-à-dire , de la figure et dé

la densité de ses couches; en sorte que si l'on parvient à déter-

miner les fonctions Y^ , Y^\ &c.
,
par les mesures des degrés

des méridiens et des parallaxes; on aura sur le champ, la lon-

gueur du pendule ; on pourra donc ainsi vérifier si la loi de la

pesanteur universelle s'accorde avec la figure de la terre, et avec

les variations observées, de la pesanteur à sa surface. Ces rela-

tions remarquables entre les expressions des degrés du méridien

et des longueurs du pendule
,
peuvent servir encore à vérifier les

hypothèses propres à représenter les mesures des degrés des méri-

diens : c'est ce qui va devenir sensible par l'application que nous

allons en faire à l'hypothèse proposée par Bouguer , pour repré-

senter les degrés mesurés au nord, en France et à l'équateur.

Supposons que l'expression du rayon terrestre soit 1 + « . I^W

+ *.Y^ , et que l'on ait,

rv=-^.{ts-AP ; YW==-B.{
!
J-ï

l
S+±);

MiiCAN. cél. Tome II. N
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il est aisé de voir que ces fonctions de p satisfont aux équations

à différences partielles auxquelles Y^ et Y^ doivent satisfaire.

La variation des degrés du méridien sera, par ce qui précède,

Bouguer suppose cette variation proportionnelle à la quatrième

puissance du sinus de la latitude , ou ce qui revient à-peu-près

au même , à
t*.

A
; en faisant donc disparoître de la fonction précé-

dente, le terme multiplié par y?, on aura

ainsi dans ce cas , le rayon mené du centre de gravité de la terre à

sa surface , sera, en prenant pour unité , celui de l'équateur,

7 a. A

L'expression de la longueur / du pendule , deviendra , en dési-

gnant par Z, sa valeur à l'équateur,

a AL
34

Enfin , l'expression du degré du méridien , sera , en nommant c

sa grandeur à l'équateur

,

Nous observerons ici que , conformément à ce que nous venons"

de dire, le terme multiplié par {à est trois fois plus sensible dans

l'expression de la longueur du pendule
,
que dans celle du rayon -

terrestre , et cinq fois plus sensible dans l'expression de la gran-

deurdu degré, que dans celle de la longueur du pendule; enfin sur

le parallèle moyen, il seroit quatre fois plus sensible dans l'expres-

sion de la variation des degrés consécutifs
,
que dans celle du degré

même. Suivant Bouguer , la différence des degrés du pôle et de

l'équateur, divisée par le degré de l'équateur, est jfffr; c'est le

rapport qu'exigent dans son hypothèse, les mesures des degrés de

Pello , de Paris , et de l'équateur. Ce rapport est égal à 1
f^-.

ct^/j on

a donG

«^= 0,0054717.
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En prenant pour unité , la longueur du pendule à*l'équateur j la

variation de cette longueur dans un lieu quelconque, sera

0,0054717

34
-. {16. fi'+ ai. (S} +ta.<?.p\

On a par le n°. 19, ap=o,oo345ii5; ce qui donne { a? =± 0,0086278,

et la formule précédente devient

o,oo6o52g.^s— o, 0053796. /**.

A Pello où /i= sin. 74°22', cette foi-mule donne 0,0027016, pour

la variation de la longueur du pendule. Suivant les observations,

cette variation est o,oo44625, et par conséquent , beaucoup plus

grande ; ainsi l'hypothèse de Bouguer ne pouvant pas se concilier

avec les observations de la longueur du pendule, elle n'est pas

admissible.

ô4. Appliquons les résultats généraux que nous venons dé

trouver , au cas où le sphéroïde n'est point sollicité par des attrac-

tions étrangères, et où il est formé de couches elliptiques ayant

leur centre, au centre de gravité du sphéroïde. On a vu que ce cas

est celui de la terre supposée originairement fluide : il est encore

celui de la terre, dans l'hypothèse où les figures de ses couches

seroient semblables. En effet, l'équation (2) du n°. ag, devient à là

surface où = 1,

o= r® ./) .a\da ~ ./> . d. (ai+z . Y&)——

.

J r 2i+l J r K 47T

Les couches étant supposées semblables , la valeur de Y^ est pour

chacune d'elles, la même qu'à la surface ; elle est par conséquent,

indépendante de a, et l'on a

Lorsque i est égal ou plus grand que 3, Z® est nul relativement à

la terre ; d'ailleurs , le facteur 1— (—:

—

).al
est toujours positif;

donc alors Y^ est nul. Y^ est encore nul, par le 11°. 3i, lorsque

l'on fixe l'origine des rayons au centre de gravité du sphéroïde
j

Na
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<p

enfin , on a par le n°. 55 , Z^> égal à .(p'— ^)Jï7r.fp.cfda;

on a donc

-. (y?— j) ,Jp . cfda

rW =

—

't •

j f, .a'da.(i— a?)

ainsi la terre est alors un ellipsoïde de révolution . Considérons

donc généralement le cas où la figure de la terre est elliptique

et de révolution.

On a dans ce cas , en fixant l'origine des rayons terrestres } au

centre de gravité de la terre

,

h étant une fonction de a ; on a de plus

,

Z^= o ; ZV= o ; JZW=o ; &c

«zw = -rît. <>*- 1; . il./p i cl.à ;

l'équation (2) du n°. 29 donnera donc à la surface

,

o = 6,fp.d(a
5h) + 5.(ç— 2h).fp.d.a

3
. (1)

Cette équation renferme la loi qui doit exister pour l'équilibre

,

-entre les densités des couches du sphéroïde, et leurs ellipticités;

car le rayon d'une couche étant a. {î + a-Y^— o.k. (V— 0}'; si

l'on suppose, comme cela est permis, Y^°'>=— j h, ce rayon de-

vient a. {1— ah.p*}, et alors ci h est l'ellipticité de la couche.

A la surface du sphéroïde j le rayon est 1

—

ah. />-%• d'où l'on voit

que les diminutions des rayons, en allant de l'équateur aux pôles,

sont proportionnels à /**, et par conséquent, au quarré du sinus

de la latitude.

L'accroissement des degrés du méridien, de l'équateur aux pôles

,

est par le n°. précédent , égal h 5uhc.^, c étant le degré de

l'équateur; il est donc encore proportionnel au quarré du sinus de

la latitude.

L'équation (1) nous montre que les densités étant supposées

diminuer du centre à la surface , l'ellipticité du sphéroïde est

moindre que dans le cas de l'homogénéité , à moins que les ellipti-
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cités n'aillent en augmentant de la surface au centre , clans un plus

grand rapport que la raison inverse du quarré des distances à ce

u
centre. En effet, si l'on suppose «= — , on aura

fp . d (ash) ==//> . d (a3 u) = u .fp . d. a3 +f(du .fa
3
dp).

Si les ellipticités croissent dans un moindre rapport que —, u aug-

mente du centre à la surface, et par conséquent, du est positif

5

d'ailleurs, dp est négatif
,
par la supposition que les densités dimi-

nuent du centre à la surface; ainsi f(d u.fa 3dp) est une quan-

tité négative , et en faisant à la surface ,

fp . d (a5h)= (h—f) .fp . d. a3
;

fsera une quantité positive. Cela posé, l'équation (1) donnera

5?—6/
h =

4 '

5 #• ©
a. h sera donc moindre que , et par conséquent , il sera plus

petit que dans le cas de l'homogénéité où dp étant nul
, f est égal à

zéro.

H suit de-] à ,
que dans les hypothèses les plus vraisemblables

,

l'applatissement du sphéroïde est moindre que y car il e3t
4

naturel de penser que les couches du sphéroïde sont plus denses

en approchant du centre, et que les ellipticités augmentent de la

surface au centre, dans un moindre rapport que —, ce rapport

donnant un rayon infini, aux couches infiniment voisines du
centre, ce qui est absurde. Ces suppositions sont d'autant plus

vraisemblables
,
qu'elles deviennent nécessaires , dans le cas où le

sphéroïde a été originairement fluide : alors, les couches les plus

denses sont, comme on l'a vu, les plus voisines du centre , et les

ellipticités , loin d'augmenter en allant de la surface au centre

,

vont , au contraire , en diminuant.

Si l'on suppose que le sphéroïde soit un ellipsoïde de révolution,

recouvert d'une masse fluide homogène d'une profondeur quel-
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conque ; en nommant a\ le demi-petit axe de l'ellipsoïde solide, et

a.h' son ellipticité ; on aura à la surface du fluide

,

ft . d (a5h) = h—a'K h'+fp . d. (âh) ;

l'intégrale du second membre de cette équation , étant prise rela-

tivement à l'ellipsoïde intérieur, depuis son centre, jusqu'à sa

surface , et la densilé du fluide qui le recouvre, étant prise pour

l'unité. L'équation (1) donnera donc pour l'expression de l'ellipti-

cité ah, du sphéroïde terrestre,

_ 5*<p. {i— a 3+fp.d.a3}— e tih'.a"=+ Bct.fp.d.(a 5h)
et ft — '. j

4— 10. a J+ lo.fp.d.a3

les intégrales étant prises depuis a= o, jusqu'à a= a'.

Considérons présentement, la loi de la pesanteur, ou, ce qui

revient au même , celle de la longueur du pendule , à la surface du

sphéroïde elliptique en équilibre. La valeur de / trouvée dans le

n°. précédent, devient dans ce cas,

/= £_+«£.{£>— h}.(t*— V;
en faisant donc L' = L— y * £• (^ <p — h) ,• on aura en négligeant

les quantités de l'ordre a?
,

l=L'+*L'.(U— h).n%-

équation d'où il résulte que L' est la longueur du pendule à

secondes , à l'équateur , et que cette longueur croît de l'équateur

aux pôles, proportionnellement au quarré du sinus de la latitude.

Si l'on nomme m , l'excès de la longueur du pendule au pôle
,

sur sa longueur à l'équateur , divisé par cette dernière longueur
;

on aura a s= *, (\ <p

—

h), et par conséquent

,

a. î-j-a. h= ^.*ç ;

équation remarquable entre l'ellipticité de la terre , et la varia-

tion de la longueur du pendule , de l'équateur aux pôles. Dans le

cas de l'homogénéité, cth= \a.tp y ainsi dans ce cas, <*&= <* h; mais

si le sphéroïde est hétérogène , autant ah est au-dessus ou au-

dessous de \&$ , autant et* est au-dessous ou au-dessus de la même

quantité.

35. Les planètes étant supposées recouvertes d'un fluide en

équilibre ; il est nécessaire dans le calcul de leurs attractions, de
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connoître l'attraction des sphéroïdes -dont la surface est fluide et

en équilibre : on peut l'exprimer fort simplement , de cette ma-

nière. Reprenons l'équation ( 5) du n°. i4; on en fera disparoître

les signes d'intégration, au moyen de l'équation (2) du n°. 29,

qui donne à la surface du sphéroïde

,

Jl-M.d. (ai+\Y^) =— . YU.fp.d.a3—Z®;
21+1 Jï > y

3 r

ainsi en fixant l'origine des rayons ?•, au centre de gravité du

sphéroïde, ce qui fait disparoître Y^ ; en observant ensuite que

Z^ est nul, et que 1^°) étant arbitraire, on peut supposer
AT
—.Y^—Z(o)= o ; l'équation (5) du n°. :4, donnera
o

a3
/t a-lt f FC3) yc4) 1

3r "/r 3r3
1 r j* )

J r

expression dans laquelle on doit observer que -^-.fp.d.a
3 exprime

la masse du sphéroïde, puisque dans le cas de r infini, la valeur deV
est égale à la masse du sphéroïde , divisée par r. Cela posé, l'at-

(dV\
traction du sphéroïde parallèlement à r , sera — f

—— 1 ; l'attrac-

tion perpendiculaire à ce rayon , dans le plan du méridien , sera

•(-7— ) î enfin l'attraction perpendiculaire à ce même

rayon dans le sens du parallèle , sera — . L'expression
r. Vi—fAn

de /^devient, relativement à la terre supposée elliptique
,

~- M (1*1— a.h) „„

M. étant la masse de la terre.

6b. Quoique la loi de l'attraction en raison inverse du quarré

de la distance , soit la seule qui nous intéresse ; cependant l'équa-
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tion (1) du n°. 10 , offre une détermination si simple de la pesan-

teur à la surface des sphéroïdes homogènes en équilibre
,
quel que

soit l'exposant de la puissance de la distance , à laquelle l'attrac-

tion est proportionnelle
j
que nous croyons pouvoir la présenter

ici. L'attraction étant comme une puissance quelconque n, de la

distance; si l'on désigne par dm, une molécule du sphéroïde,

et par f, sa distance au point attiré ; l'action de dm sur ce point,

multipliée par l'élément— df, de sa direction, sera —dm.fn

.df.

L intégrale de cette quantité, prise par rapport eij, est
,

et la somme de ces intégrales , étendue au sphéroïde entier, est

V »

• ; en supposant, comme dans le n°. 10 , fy~^=f.f
riJrl .dm.

Si le sphéroïde est fluide, homogène , et doué d'un mouvement

de rotation , et s'il n'est sollicité par aucune attraction étrangère
;

on aura à sa surface , dans le cas de l'équilibre, par le n°. 23,

V
constante = •-^-g.r'.ji— y?),

/ étant le rayon mené du centre de gravité du sphéroïde à sa sur-

face , et g étant la force centrifuge , à la distance i de l'axe de

rotation.

La pesanteur p à la surface du sphéroïde , est égale à la diffé-

rentielle du second membre de cette équation, prise par rapport à r,

et divisée par —-d~n ce qui donne

i là FN

Reprenons maintenant, l'équation (î) du n°. io, qui est relative

à la surface

,

(n+l).A
;

(nJ-i).Vm^ aa 2 a

cette équation combinée avec les précédentes , donne
((n.-i-i).r )

p= constante+ i 1 > .gr.( i— (* )•

A la surface , r est à très-peu près égal ka; en faisant donc pour

simplifier, a= i , on aura

In—3\
P — constante + (

—— j.g, ( î

—

y.*).

Soit
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Soit P, la pesanteur à l'équateur du sphéroïde , et a. ? , le rapport

de la force centrifuge à la pesantenr à l'équateur ; on aura

p = P.\ 1 + /__!îV aç> ^» l.

d'où il suit que de l'équateur aux pôles, la pesanteur varie pro-

portionnellement au quarré du sinus de la latitude. Dans le cas de

la nature où n =— u , on a

ce qui est conforme à ce que nous avons trouvé précédemment.

Mais il est remarquable, que si n— 5 , on a p ~P; c'est-à-dire,

que si l'attraction est proportionnelle au cube de la distance, la

pesanteur à la surface des sphéroïdes homogènes , est par-tout la

même
,
quel que soit leur mouvement de rotation.

5 7 . Nous n'avons eu égard , dans la recherche de la figure

des corps célestes, qu'aux quantités de l'ordre & ; mais il est facile

par l'analyse précédente, d'étendre les approximations , aux quan-

tités de l'ordre aa
, et des ordres supérieurs. Considérons pour cela,

la figure d'une masse fluide homogène en équilibre , recouvrant un
sphéroïde peu différent d'une sphère , et doué d'un mouvement
de rotation ; ce qui est le cas de la terre et des planètes. La condi-

tion de l'équilibre à la surface, donne par le n°. i3j l'équation

constante =V— -. r
a

.O2— \).
a 3 '

La valeur de V'se compose i°. de l'attraction du sphéroïde recou-

vert par le fluide , sur la molécule de la surface , déterminée par les

cordonnées r, S et'sr; u". de l'attraction de la masse fluide sur cette

molécule ; or la somme de ces deux attractions est la même que la

somme des attractions i°. du sphéroïde, en supposant la densité

de chacune de ses couches , diminuée de la densité du fluide
;

2°. d'un sphéroïde de même densité que le fluide , et dont la sur-

face extérieure est la même que celle du fluide. Soit V\ la pre-

mière de ces attractions , et V" la seconde , en sorte que

V=z f^' -\- JS"} on aura , en supposant g de l'ordre <* et égal à ctg'„

constante = p"+ P^"~- tJL.r1

.^??—;j}.

Mécan. cél. Tome IL O
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On a vu dans le n°. g ,

queV peut se développer dans une série

de la forme
jyc°) £/co Z7<»

+— +"^+ &c->
r r2 r*

lA l
) étant assujéti à l'équation aux différences partielles

,

et l'on peut par l'analyse du n°. 1 7 , déterminer £/W, avec toute la

précision désirable , lorsque la figure du sphéroïde est connue.

Pareillement ,
y" peut se développer dans une série de la forme

Z7&0 Z7CO £700

U^ étant assujéti à la même équation aux différences partielles
,

que U {1\ Si l'on prend pour unité de densité , celle du fluide , on a

par le n°. 17 ,

Z/(0= il .ZV 2

(i+5).(ai+ï)

r1*3 étant supposé développé dans la suite

,

z<°i+zù+z&+ &c.

,

dans laquelle Z^ est assujéti à la même équation aux différences

partielles
,
que £/ (î)

. L'équation de l'équilibre deviendra donc,

constante= + _i_+ 2 .
—_.{&*+ -. . v

. Z^ 1
>

[

z étant égal ou plus grand que l'unité.

Si la distance r de la molécule attirée , au centre du sphéroïde,

étoit infinie ; V seroit égal à la somme des masses du sphéroïde et

du fluide, divisée par r ; en nommant donc m , cette somme , on

aura U^+U^ =m. Ne portons l'approximation, que jusqu'aux

quantités de l'ordre *s
: nous pouvons supposer

r— i+a-y+^y s

ce qui donne
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Supposons

y* = YV)+r'w+r'w+ &C
j

y* = M^0)+3I^+M^+ &c.
;

y(*), y' (£
5 et Jf ^ étant assujétis à la même équation aux diffé-

rences partielles que Z/W • nous aurons

Z®=(i+ 5).* YW+ r'+S;
'
ft+5;

.
*»

.
Jgft+ fi+ 5) .

«'
. Y'®.

1 .2

Nous observerons ensuite que U^ est une quantité de l'ordre a.
,

puisqu'elle seroit nulle , si le sphéroïde étoit une sphère; en ne

portantaiusi, l'approximation que jusqu'aux termes de l'ordre *%-

U® sera de cette forme , a. U'^+ a?. U'"-
l\ En substituant donc ces

valeurs dans l'équation précédente de l'équilibre , et en y chan-

geant r , dans 1 4- ay+ ct°y'; on aura aux quantités près de l'ordre a
3

,

constante= m . { 1— a-y + «* .y
s— *"y'

}

^.rv- 4^: (i+l).yrv+^-.Y^
-i-Z.\ 2i-\-l 2i-\-l 2î-f~ l

21+X

ug'.( 1+ 2 -y.y)

-:arw

•r^-î;.

En égalant séparément à zéro , les termes de l'ordre a. , et ceux de

l'ordre <*%• on aura les deux équations,

-gy-C^-V;
C étant une constante arbitraire. La première de ces équations

détermine Y^ , et par conséquent la valeur de y. En la substi-

O u
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tuant dans le second membre de la seconde équation , on le déve-

loppera par la méthode du n°. 16 , dans une suite de la forme

iV(°)+ iVC>)+ iV'«+&c.j

N^ étant assujéti à la même équation aux différences partielles,

que U^j et l'on déterminera la constante C } de manière que N^
soit nul ; on aura ainsi

,

jyco

Y'Q) — —
4*- '

m-
21-J-l

et par conséquent ,

jvco ivc>> Ar(3>/— —+——

+

—+ &c-

m— jir m— j-t m— ytr

L'expression du rayon r de la surface fluide , sera ainsi déterminée

aux quantités près de l'ordre «3
, et l'on pourra par le même

procédé
,
porter l'approximation aussi loin que l'on voudra. Nous

n'insisterons pas davantage sur cet objet qui n'a de difficulté

,

que la longueur du calcul
; mais nous tirerons de l'analyse pré-

cédente , cette conclusion importante , savoir que l'on peut affir-

mer que l'équilibre est rigoureusement possible
,
quoique l'on ne

puisse pas assigner la figure rigoureuse qui y satisfait ; car on

peut trouver une suite de figures qui substituées dans l'équation

de l'équilibre, laissent des restes successivement plus petits, et

qui deviennent moindres qu'aucune grandeur donnée.
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CHAPITRE V.

Comparaison de la théorie précédente , avec les observations.

OO. irouR comparer aux observations , la théorie que nous

venons d'exposer ; il faut connoître la courbe des méridiens ter-

restres , et celles que l'oit trace par une suite d'opérations géodé-

siques. Si par l'axe de rotation de la terre , et par le zénith d'un lieu

de sa surface , on imagine un plan prolongé jusqu'au ciel • ce plan

y tracera la circonférence d'un grand cercle qui sera le méridien

de ce lieu -, tous les points de la surface de la terre, qui auront leur

zénith sur cette circonférence, seront sous le même méridien

céleste , et ils formeront sur cette surface , une courbe qui sera le

méridien terrestre correspondant.

Pour déterminer cette courbe , représentons par u= o, l'équa-

tion de la surface de la terre ; u étant une fonction des trois coor-

données orthogonales x,j, z. Soient x',y\ z\ les trois coordon-

nées de la verticale qui passe par le lieu de la surface de la terre

déterminé par les coordonnées x,jr,z: on aura par la théorie des

surfaces courbes , les deux équations suivantes
,

0=
(s-)-^'-(^)'&''

En ajoutant la première multipliée par l'indéterminée a, à la

seconde 3 on en tirera *

rfdu\ / du\'

u^;+*--^À
,

.,

K
dx

Cette équation est celle d'un plan quelconque parallèle à la verti-

cale dont nous venions de parler : cette verticale prolongée à Fin-
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fini, se réunissant au- méridien céleste, tandis que son pied n'est

éloigné que d'une quantité finie , du plan de ce méridien, elle peut

être censée parallèle à ce plan ; l'équation différentielle de ce plan,

peut donc coincider avec la précédente, en déterminant conve-

nablement l'indéterminée a. Soit

dz' = a.dx'+ b.dj'
,

l'équation du plan du méridien céleste ; en la comparant à la pré-

cédente , on en tirera

Pour avoir les constantes a et b , on supposera connues , les coor-

données du pied de la verticale parallèle à l'axe de rotation de la

terre, et celle d'un lieu donné de sa surface. En substituant suc-

cessivement ces coordonnées dans l'équation précédente ; on aura

deux équations au moyen desquelles on déterminera a et b. L'équa-

tion précédente combinée avec celle de la surface, u= o , donnera

la courbe du méridien terrestre qui passe par le lieu donné.

Si la terre étoit un ellipsoïde quelconque , u seroit une fonction

rationnelle et entière du second degré en x, y, z ; l'équation (a)

seroit donc alors celle d'un plan dont l'intersection avec la sur-

face de la terre , formeroit le méridien terrestre : dans le cas

général , ce méridien est une courbe à double courbure.

Dans ce cas, la ligne déterminée par les mesures géodésiques

,

n'est pas celle du méridien terrestre. Pour tracer cette ligne
,

on forme un premier triangle horizontal dont un des angles a

pour sommet, l'origine de cette courbe , et dont les deux autres

angles ont pour sommets , deux objets quelconques visibles. On
détermine la direction du premier côté de la courbe

,
par rapport

aux côtés du triangle , et sa longueur jusqu'au point où elle ren-

contre le côté qui joint les deux objets. On forme ensuite un second

triangle horizontal , avec ces objets et un troisième plus éloigné

qu'eux , de l'origine de la courbe. Ce second triangle n'est pas dans

le plan du premier ; il n'a de commun avec lui
,
que le côté formé

par les deux premiers objets ; ainsi , le prolongement du premier

côté de la courbe, s'élève au-dessus du plan de ce second triangle -

}
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mais ouïe plie sur ceplan , de manière qu'il forme toujours les mêmes

angles, avec le côté commun aux deux triangles, et il est aisé

de voir que pour cela , il doit être plié suivant une verticale à

ce plan. Telle est donc la propriété caractéristique de la courbe

tracée par les opérations géodésiques. Son premier côté dont la

direction peut être supposée quelconque , est tangent à la surface

de la terre; son second côté est le prolongement de cette tangente,

plié suivant une verticale ; son troisième côté est le prolongement

du second côté , plié suivant une verticale , et ainsi de suite.

Si par le point de réunion de deux de ces côtés , on mène dans

le plan tangent à la surface du sphéroïde , une ligne perpendicu-

laire à l'un des côtés; il est visible qu'elle sera perpendiculaire à

l'autre côté ; d'où il suit que la somme de ces côtés est la ligne

la plus courte que l'on puisse mener sur cette surface, entre leurs

points extrêmes. Ainsi les lignes tracées par les mesures géodé-

siques , ont la propriété d'être les plus courtes que l'on puisse mener

sur la surface du sphéroïde , entre deux de leurs points quelcon-

ques; et par ce que l'on a vu dans le n". g du premier Livre, elles

scroient" décrites par un mobile mù uniformément dans cette sur-

face.

Soient x, y, z, les coordonnées rectangles d'un point quelcon-

que de la courbe ; x+ dx , y+dy , z+dz, seront les coordon-

nées d'un point infiniment voisin. Nommons ds l'élément de la

courbe , et supposons cet élément prolongé d'une quantité égale

à ds; x+2dx ,y+2dy, z+zdz seront les coordonnées de l'ex-

trémité de ce prolongement. En le pliant suivant une verticale

les coordonnées de cette extrémité deviendront x + 2dx + ddx
y + 2dy+ ddy , z i-zdz+ddz y ainsi —ddx, — ddy , — ddz,
seront les coordonnées de la verticale, prises en partant de son
pied

; on aura donc par la nature de la verticale , et en supposant

que u= o , soit l'équation de la surface de la terre,

°-{^)' ddz~i^)' dd^
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équations qui sont différentes de celles du méridien terrestre. Dans

ces équations, ds doit être supposé constant ; car il est clair que

le prolongement de ds rencontre le pied de la verticale suivant

laquelle on le plie, à un infiniment petit près du quatrième ordre.

Voyons quelles lumièrespeuventdonnersur la figure de la terre,

les mesures géodésiques faites , soit dans le sens des méridiens , soit

dans le sens perpendiculaire aux méridiens. On peut toujours con-

cevoir un ellipsoïde, tangent à chaque point de la surface terres-

tre , et sur lequel les mesures géodésiques , les longitudes et les lati-

tudes à partir du point de contingence , dans une petite étendue

,

seroient les mêmes qu'à cette surface. Si la surface entière étoit

celle d'un ellipsoïde; l'ellipsoïde tangent seroit par-tout le même;

mais si , comme on a lieu de le croire , la figure des méridiens

n'est pas elliptique ; alors l'ellipsoïde tangent varie d'un pays à

l'autre , et ne peut être déterminé que par des mesures géodési-

ques faites dans des sens différens. Il seroit très-intéressant de

connoître ainsi, les ellipsoïdes oseulateurs d'un grand nombre de

lieux sur la terre.

Soit u— x2+y*+ £°— 1— 2 a u', l'équation de la surface du sphé-

roïde que nous supposerons différer très-peu d'une sphère dont

le rayon est l'unité , eii sorte que a. est un très-petit coefficient

dont nous négligerons le quarré. u peut toujours être considéré

comme fonction des deux seules variables x ety ; car en le suppo-

sant fonction de x
, y , z, on peut en éliminer z , au moyen de

l'équation z=V î— a?
a—'y". Cela posé, les trois équations trou-

vées ci-dessus , relativement à la ligne la plus courte sur la sur-

face de la terre , deviennent

x ddy—y ddx= a . (—
J

. ddy *»- a. . (— ) . ddx ;

xddz—zddx = *.(-—). ddz ; > (O)

/du'\ . .

y ddz—zddy — a.A—-\.ddz,

Nous désignerons cette ligne , sous le nom de ligne géodésique.

Nommons r
}
le rayon mené du centre de la terre à sa surface

;
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9 l'angle que ce rayon fait avec l'axe de rotation que nous suppo-

serons être celui des z, et <p l'angle que le plan formé par cet axe et

par r, fait avec le plan des x et desy ; on aura

x = r. sin, 9 . cos p $ y = r. sin. 9 . sin. f ,• z = r, cos. 9 ;

d'où l'on tire

,

ra
. sin.

s
. Q.dç = xdy—ydx;

«— r**dô= (xdz— z dx) . cos. p + (yd z— z dy) . sin . p

ds*=dx*+ dy*+dz*= dr*+ r\dQ*+ r\df-.s'm. :'8.

En considérant ensuite u', comme fonction de x et dey , et dési-

gnant par 4,1a latitude; on peut supposer dans cette fonction, r=i,

et -^= ioo° -** 9 , ce qui donne

x = cos.4 .cos. f ; y — cos. 4 . sin.
<p

/

on aura ainsi

,

mais on a

d'où l'on tire

x*+y* = cos.
a 4 > — == tang.

x

(xdx-\-ydy) (xdy—.ydx)d4=— . ,
^

, / «/? =

—

^ ^ .cos.'?,
sin.4 -cos.4 a?

En substituant ces valeurs de d4- et de d<p, dans l'équation diffé-^

rentielle précédente en u'r et comparant séparément, les coeflicieus

de dx et de dy , on aura

(du'\ cos.? /du'\ sin. ? /du'\

dx ) sin.4 V^4/ cos. 4 \dq J
/du'\ sin. <p /du'\ cos.({> /du'\

\dy J sin.4\rf4/ cos.

4

\di'J

ce qtii donne

/du'\

MÉCAN. CÉL. Tbm<? II, P
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or en négligeant les quantités de l'ordre a, on a xddy—yddx= o -

}

de plus , les deux équations

xddz— zddx= o
,

yddz — zddy=o,
donnent

z2
. (x d dx-\- y ddy)

z ddz— — ;
x % +y*

et l'équation x^+y'+ z* == 1 , donne

xddx+yddy+ z ddz-\-ds* = o
;

en substituant au lieu de zddz , sa valeur précédente , on aura

xddx+yddy ==— (x" +y*) . ds* =— ds* . cos.
2
4 ;

partant

,

La première des équations ( O) donnera ainsi en l'intégrant,

r*d<p

.

sin.
a
8 = cds-\-*ds .fds . ( —

j ; (p )

c étant une constante arbitraire.

La seconde des équations ( O) donne

/du'\
d. (xdz— z dx) = a. . (—

J
. ddz ;

mais il est facile de voir par ce qui précède , que l'on a

ddz= — ds* . sin. 4 i

on a donc

d. (xdz— z dx) =— a. ds* . (
-—

J
. sm. 4 / '

on a pareillement

,

/du'\ .

d.(ydz— zdy) = — a. ds*.l— J.sin.4>

on aura donc

r*.d& = c' .ds. sin. ç-\-c'.ds. cos. <p

m Wdu'\ fdu'\ ,1— et. ds. cos. tp.Jds. < (
—- j.cos. ?-f[ -77 l.sm.ip.tang. 4 <

— A.ds.sm.Ç-fds.l (— J.sin.ip

—

( -j-J.cos.<p.tang.4 \',(ç)
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Considérons d'abord le cas dans lequel le premier côté de la

ligne géodésique est parallèle au plan correspondant du méridien

céleste. Dans ce cas, d<p est de l'ordre «, ainsi que dr ; on a donc

en négligeant les quantités de l'ordre a2
, ds=— rdd, l'arc s étant

supposé croître del'équateur aux pôles. 4 exprimant la latitude, il

est facile de voir que l'on a 9= 1 oo°—4—
( jy ) > ce qui de

(dciu'\

on a donc

tonne

ds=d4.{i+*uf+«.(^y
Ainsi en nommant e, la différence en latitude, des deux points

extrêmes de l'arc s; on aura

u' étant ici la valeur de u' à l'origine de s.

Lorsque la terre est un solide de révolution, la ligne géodésique

est toujours dans le plan d'un même méridien ; elle s'en écarte , si

les parallèles ne sont pas des cercles ; l'observation de cet écart

peut donc nous éclairer sur ce point important de la théorie de la

terre. Reprenons l'équation (/?), et observons que dans le cas

présent , dq> et la constante c de cette équation , sont de l'ordre a,
,

et que l'on peut y supposer /•= î , ds= d4- et 9 = ioo°— 4 î on

aura ainsi,

e^.cos. 2

4= cc?4+ **^4-«7"^4«( ~T~\

Maintenant , si l'on nomme J^, l'angle que fait le plan du méridien

céleste , avec celui des x et des y , d'où l'on compte l'origine de

l'angle <p ; on aura, dx'.ta.ng. J^—dy'; x',y',z', étant les coor-

données de ce méridien dont on a vu dans le n°. précédent, que

l'équation différentielle est

dz'= a dx'+ b dy'.

En la comparant à la précédente , on voit que a et b sont infinis,

P a
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et tels que — -= tang./^; l'équation (a) du n°. précédent , donne

b

ensuite

,

o=(£).,u,g.^-(^) ;

d'où l'on tire,

o= *.tang.^"—y— «.^J.tang. ^+«>{^J
On peut supposer y=ç, dans les termes multipliés par a.- de

v
plus , —— tang.? ; on a donc

'(%)
cos.4 = cos. à. {tans. <p— ia.ng.Pr }= 7—— ;L ° o J COS.4-COS.?

ce qui donne
/du\

$
— r — j-r—«

cos. 4

Le premier côté de la ligne géodésique , étant supposé parallèle au

plan du méridien céleste ; les différentielles de l'angle /^, et de la

distance (<p— V). cos. 4> de l'origine de la courbe, au plan du

méridien céleste , doivent être nulles à cette origine ; on a donc à

ce point

,

/du'\
.... !

dp

et par conséquent , l'équation (p) donne

/du\
tang. 4,

u
t
et 4/ se rapportant à l'origine de l'arc s:

A l'extrémité de l'arc mesuré, le côté de la Courbe fait avec

le plan du méridien céleste correspondant , un angle à très-peu

près égal à la différentielle de ($— /^.cos.4 5 divisée par d4,

f étant supposé constant dans la différenciation 5 en désignant

donc cet angle par »-, on aura

dp
'*= jj-. cos. 4-^-0 — ^9.sin.4 A
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dp
Si l'on substitue pour— sa valeur tirée de l'équation (/) ) , et pour

a— y~^ sa valeur précédente ; on aura

^db- {(5r)-
tan* 4 -(^)-tans - 4+/^-(S-)}>

l'intégrale étant prise depuis l'origine de l'arc mesuré, jusqu'à son

extrémité. Nommons s , la différence en latitude de ses deux points

extrêmes ; s étant supposé assez petit
,
pour que l'on puisse négli-

ger son quarré; on aura

ae.tang.4 f/ffu'^

:.{(^y tanfr 4+(^r)};'{\dnfj D \dq d^j)COS. 4

les valeurs de 4, \-r~) et ( , > ) devant se rapporter ici, pour

plus d'exactitude , au milieu de l'arc mesuré. L'angle -# doit être

supposé positif, lorsqu'il s'écarte du méridien, dans le sens des

accroissemens de p.

Pour avoir la différence en longitude , des deux méridiens cor-

respondans aux extrémités de l'arc, nous observerons que «/, /^,

4, et tp

t , étant les valeurs de it'
}
V, 4 et <p , à la première extrémité;

on a

V ' '
cos.2 4, cos. 2 4 »

mais on a à fort peu près , en négligeant le quarré de e,

es fdu'\

on aura donc

'
cos.s 4, IW 1?

d'où résulte cette équation fort simple
,

(y— ^;.sin.4
/
=^,-

ainsi l'on peut par l'observation seule , et indépendamment de la

connoissance de la figure de la terre , déterminer la différence en

longitude, des méridiens correspondais aux extrémités de l'arc

mesuré ; et si la valeur de l'angle w est telle que l'on ne puisse pas
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l'attribuer aux erreurs des observations, on sera sûr que la terre

n'est pas un sphéroïde de révolution.

Considérons maintenant , le cas où le premier côté de la ligne

géodésique, est perpendiculaire au plan correspondant du méri-

dien céleste. Si l'on prend ce plan pour celui des x et des y ; le

cosinus de 1 angle iorme par ce cote sur ce plan , sera ;

ainsi ce cosinus étant nul à l'origine, on a dx= o, dz= o, ce

qui donne

d.rshi. 9. cos. = ; d. rcos. 9:=o
;

et par conséquent

,

r.dô= r.d?. sin. 9 . cos. 9 . tang. <p 5

mais on a, aux quantités près de l'ordre «% ds = r.c??.sin. 8; on

aura donc à l'origine

,

dé tang.© .cos. 3

ds r

La constante c" de l'équation (q), est égale à la valeur de xdz—zdx
}

à l'origine 5 elle est donc nulle, et l'équation (q) donne à l'origine,

d6 c

ds r*

on a donc , en observant que <p est ici de l'ordre a. , et qu'ainsi , en

négligeant les quantités de l'ordre ct
a
, on a sin. ?= tang. ? ;

c'= rr cos. 9
; ,

les quantités r
t
et 9, étant relatives à l'origine

;
partant , si l'on

considère qu'à cette origine , l'angle <p est ce que nous avons nommé
précédemment,

ft
—P n̂ et dont nous avons trouvé la valeur égale à

(
du!\

i on aura à ce point t
COS. • .J.

dê
t

/ du'\ sin. 4-,

ds \ dq J cos. a
4,

L'équation (q) donne ensuite
,

ddS
t

cos. 9, dp, /du'\

ds* ~"~~T
I

* ds
a
\ti4 J

}
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mais on a

ffe, 1

ds j^.sin. ô,

on aura donc

dd&

r,= 1 -f ku/_ ; 9, == 100 —£— *.(^) ;

, , , t
/du'\

-= (f— 2*Kj.tang.4
v
+*.T— l.^ang. a

4;-
«ta

L'équation (p) donne, en observant qu'à l'origine,

dp 1 1
f /du'\ )

-
r
L= —: := —

. \
!

—

ttW
/ +*( -77- «tanff. 4, },ds r

/
.sm.6

J
cos. 4, (.

' \^4/ J

celle-ci,

c=r
/
.sin. &,;

d'où l'on tire

,

du'
,7,7

~ ct '-l~ 2 -.cos.9, «^—J
rfi

2 r.sin. ê
t

r
/
Vsin. a fl cos.2 4, '

et par conséquent

,

drf«, / du'\ (a— cos.
2
4,J^

l f d u
'

ds~ \ dp j cos.* 4/
L'équation

{du'\

donne , en ne conservant parmi les termes de l'ordre s*, que ceux

qui sont indépendans de a.
,

partant.

d*
, .

J«H, *5 /ddu'\
4— 4. =— s.—-— -.s .

- .( - 1
•

''
ds ds3

cos. 4 \dpd4.J'

as (fdu'\ f ddu' \
4-4'

=-c^T-K^} tang - 4/+a
A^^r)~^s,tans - 4 '-

La différence des latitudes aux deux extrémités de l'arc mesuré

fera donc connoître la fonction

t£5 ( f du'\ / d du' \~\

oi47Iw'^^HMiir"cos

il est remarquable
,
que pour le même arc mesuré dans le sens du

méridien, cette fonction est, par ce qui précède, égale à S
tang-4/
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elle pourra ainsi être déterminée de ces deux manières , et l'on

pourra juger si les valeurs trouvées , soit de la différence des lati-

tudes, soit de l'angle azimutlial -s-, sont dues aux erreurs des ob-
servations, ou à l'excentricité des parallèles terrestres.

On a, en ne conservant que la première puissance de s
,

a™ <p
l
n'est pas la différence en longitude , des deux extrémités de

l'arc s,- cette différence est égale à P~—V
t i or on a, par ce qui

précède

,

cos, 24 *

ce qui donne

,

/ddu'\ /ddu;\

V
'

'' cos.* 4, cos.3
4,

'

partant

,

/ddu;\

V—V.=
cos. 4,

Pour plus d'exactitude , il faut ajouter à cette valeur de Jf— Tr
l ,

le terme dépendant de s
3

, et indépendant de «, que l'on obtient

dans l'hypothèse de la terre sphérique
j ce terme est égal à

tan*.' 4, • • „
s . -7-^ ; ainsi Ion a

3
tang. a

4,

cos.4
/ddu'\

Il nous reste àdéterminer l'angle azimuthal à l'extrémité de l'arc s.

Pour cela, nommons x' etj/, les coordonnées x ety, rapportées au

méridien de la dernière extrémité de l'arc sj il est facile de voir

l/ dx'*-\- dz1

que le cosinus de l'angle azimuthal est égal à
;

—. Si l'on
as

rapporte les coordonnées x ety , au plan du méridien correspon-

dant
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dant .à la première extrémité de l'arc ; son premier côté étant sup-

posé perpendiculaire au plan de ce méridien , on aura

dx dz ây

ds ds ds

partant, en ne conservant que la première puissance de s,

d.v ddx 'dz ddz.= s.—— ; ——= 5.
ds d> 1 ds dsz

or on a
x' = x. cos.C^— jrj +y.s'm.(r~—V

t) ;

ainsi V—V
t
étant par ce qui précède, de l'ordre <*, on aura

ds ds1 K 'y ds

Maintenant, on a

x = r.sin. O.cos.P ; z= r. cos. 9 ;

on aura donc, en négligeant les quantités de l'ordre a.
a
, et obser-

ddç dd -,1ht
vant que <p

t
,
—— et — sont des quantités de 1 ordre «

,

ddx ddu' . dd) .
d^'1

—r—= a. .
——— , sm. 8.+ r, .

—— . cos. 9,— r, . sin. 9, .-~.
ds* ds* ' ', ds* ' ' ' ds»

On a ensuite

,

/ddu'\

ddu' fddu'\ d*; (du'\ dd6,
a
'\d^) /àu'\

a
-lF-*- \1^)•dF-*\dï)-1F—c^—* Ut/

tang"v "'

de plus, ds= r
J
.sin.Q

l
.dy

/
-j on aura donc en substituant pour

d$
l

ddê
rn 9

y , j— et -r-j- ? leurs valeurs précédentes

,

ddx sin.*, 4. /dù'\
,_ = fi-BMJ._ + «^_j.tangM,.8in.4,

/ddu'\

i f /du'\ '")
U
'\d^~)

r\-i—«-u
/+ *.[—T ).tarig.i,\+ —

>

——A
cos.4, L \rf4/ J cos.4.

On a, comme on vient de le voir, en négligeant les puissances

supérieures de s
,

/ddu'\

cos. 4, \ ' \d\ J ° * C03. a4 ; \

Mécan. cél. Tome II. Q
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et~ = 1 ; on a donc

as .

—-=5.fi-«« ;. —+us. —- . tang.M
;
-sm.4,-*j.( -77- )• 77;

£Î5 cos.+
/ \"*V \ dt* / COS. 3

-!/

On trouvera semblablement

,

<^z
, . fdu '\

,
/ddu'\ sin.4._ = _,. ri_^j. sua4/_a^_j aailg.H; . cos4/+^_j.__ ?

le cosinus de l'angle azimuthal à l'extrémité de l'arc s, sera ainsi,

/ddu'\

*. tang. 4,. A—«^H-*.^— j. tang. 4,— -^n^-
Ce cosinus étant fort petit, il peut être pris pour le complément

de l'angle azimuthal qui, par conséquent, est égal à

d du

too"— s. tang.4A
* ) 1 —

a

(ddu
t
\

•' \d^ J
b '

COS.' 4, I

Il faut
,
pour plus d'exactitude , ajouter à cet angle , la partie

dépendante de s
3

, et Indépendante de a, que l'on obtient dans

l'hypothèse de la terre sphérique : cette partie est égale à

j.*
3
.(

r
5+tang. a

4>^Vtàrig.4
/ i ainsi l'angle azimuthal à l'extrémité

de l'arc s, est égal à
. /ddu'\

fdu '\
,

*"\d^J
ïoo'— S . tang. 4,., 1— «»/+

*>\j^J'
ta"S- 4> co0 ^' f^.ri+ tang.HJ

Le rayon osculateur de la ligne géodésique formant un angle

quelconque , avec le plan du méridien , est égal à

ds*

\/{ddxf + Crfrf_y;
2 + (ddzf

ds étant supposé constant ; soiti? ce rayon. L'équation x*-$-y*-\-z''

= 1 + 2 a «' , donne

x.ddx+y.ddy+ z.ddz —— ds"*+ *.ddu';

si l'on ajoute le quarré de cette équation , aux quarrés des équa-

tions ( O ) ; on aura , en négligeant les termes de l'ordre a 3

,

(x*'H\y
a +*'*). {(ddx)* + (ddy)*+ (ddz)'}= ds*— aads'.ddu'
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croù l'on tire

,

,
ddu

i?= 1 -\-iu + <*.-;—

.

as*

Dans le sens du méridien , on a

ddu / ddu'\
<*"~-,— =•*•( -rr— )/

ds* \ rf4' /

partant

,

t
/ddu'\

R- %+ * U+tt
\d^)-

Dans le sens perpendiculaire au méridien , on a par ce qui pré-

cède
,

ddu'
et. ——— -

as* cos

fddu;\

partant

,

i?= 1+ aB,'-

/ddu,'\

(du;\ , *-\~dë~)

Si dans l'expression précédente de V— J^ , on fait — == s § elle

prend cette forme très-simple , relative à une sphère du rayon R

,

L'expression de l'angle azimuthal , devient

ioo°— s'.tang.4,.{i— j.s'\(±+ta.ng. t
4 J)}.

Nommons x, l'angle que le premier côté de la ligne géodésique,

forme avec le plan correspondant du méridien céleste; on aura

ddu /du'\ dàp (du\ ddl /ddu'\ d?* f ddu' \ d f d.\. /ddu'\ d\'-

~dsT ~\dJj' ls7
+ \^)''d^+ \d^ )'dJ*~

+ 2
'\dt.di J'd7'~d7

'

+ \J^J''dF

Mais dans l'hypothèse de la sphère sphérique , on a

du sm.K dd$ 2.sin.A .cos. A
-.tang.4

; /ds cos. 4^ ' ds* cos. 4,

tàng. 4,

Q ^

<H dd-\.
-—- == co3. a. ; —:—-=— sin.

aA . tàng. 4, ;
ds

'
ds* ° '
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partant

,

ddu
'

sin.A.cosA ( /du'\ f ddu' \\ /du'\

/ddu'\ sin.2 A. /ddu'\

\dv* ) cos. 2
4, \dV )

le rayon oscillateur R dans le sens de cette ligne géodésique , est

donc

(ddu'\ sin.
2 A /ddu'\

dt* ) cos. 2
4-, \d¥ J

Soit pour abréger,
(d d u'\

~d^~) /ddu\

et Ç/dù'\ /ddu' \\

^=-^T/ {{^)
A™s-^(dT^)\>'

et fd du
f

r\

_ * .
/du.'\ a*\ d? 2 / * /ddu'\

on aura
R= K+^.siri. 2^+ B.cos.2K

Les observations des angles azimuthaux , et de la différence des

latitudes aux extrémités de deux lignes géodésiques mesurées
,

l'une, dans le sens du méridien, l'autre, dans le sens perpendicu-

laire au méridien, feront connoître, par ce qui précède, les valeurs

de^, B etK ; car ces observations donnent les rayons osculateurs

dans ces deux sens. Soient R et R' ces rayons 3 on aura

. R'+R"
A — ,-

2

fi'— R"

B =
2

*

et la valeur de ^4 sera déterminée , soit par l'azimutli de l'extré-

mité de l'arc mesuré dans le sens du méridien , soit par la diffé-

rence en latitude , des deux extrémités de l'arc mesuré dans le

sens perpendiculaire au méridien. On aura ainsi le rayon oscil-

lateur de la ligne géodésique dont le premier côté forme un angle

quelconque, avec le pian du méridien.
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A

BSi l'on nomme 2E, un angle dont la tangente est — ; on aura

R— K+ Vj£%+ B* . cos. (2 *— 2 £J ;

le plus grand rayon oscillateur répond à k~E; la ligne géodé-

sique correspondante forme donc l'angle E, avec le plan du méri-

dien. Le plus petit rayon osculateur répond à *.= ioo°+£; soit r

ce plus petit rayon , et r' le plus grand ; on aura

R = r-h (r'—r) .cos* (k—E) ,

a—E étant l'angle que la ligne géodésique correspondante à R,

forme avec celle qui correspond à r
r
.

Nous avons déjà observé qu'à chaque point de la surface de

la terre , on peut concevoir un ellipsoïde osculateur sur lequel les

degrés dans tous les sens , sont sensiblement les mêmes dans une

petite étendue autour du point d'osculation. Exprimons le rayon

de cet ellipsoïde
,
par la fonction

1— a.sin. 2 4- {i + ^.cos. 2 (<? + €)},

les longitudes <p étant comptées d'un méridien donné. L'expression

de l'arc terrestre mesuré dans le sens du méridien , sera par ce qui

précède

,

6 -. (î + ^.cos. 2 (<? + £)} • {i + 5. cos. 24— os.sin. 24.}.

Si l'arc mesuré est considérable , et si l'on a observé, comme en

France, la latitude de quelques points intermédiaires entre les

extrêmes ; on aura par ces mesures , et la grandeuT du rayon pris

pour unité , et la valeur de *. {1+ h. cos. 2 (<?+£)}. On a ensuite

par ce qui précède,

fang.H.fi + cos.'+J .
-

vs = 2 a. II . î .
—

; . SUl. 2 ( <p + tjf-
cos.4

l'observation des angles azimufhaux aux deux extrémités de l'arc
,

fera donc connoître a.h.sin. 2 (a + ë). Enfin, le degré mesuré dans

le sens perpendiculaire au méridien , est

i°4-i°.*{i+/i.cos. 2(ç+ £)} .sm.*4-+ ^.cthAscng,.*^. cos. 2 (p + C)-

la mesure de ce degré donnera donc la valeur de o.k. sin. 2.(p-\-C).

Ainsi l'ellipsoïde osculateur sera déterminé par ces diverses me-
sures : il seroit nécessaire, p?ur un aussi grand arc, d'avoir égard

au quarré de s dans l'expression de l'angle sr; sur-tout si, comme
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on l'a observé en France , l'angle azimuthal ne varie pas propor-

tionnellement à l'arc mesuré : il faudrait même alors ajouter à l'ex-

pression précédente du rayon de l'ellipsoïde, un terme de la forme

et£.sin.4.cos.4-siu. (<?+ £'), pour avoir l'expression la plus géné-

rale de ce rayon.

ÔQ. La figure elliptique est la plus simple après celle de la

sphère : on a vu précédemment qu'elle doit être celle de la terre et

des planètes , en les supposant originairement fluides , si d'ailleurs

elles ont conservé , en se durcissant , leur figure primitive ; il étoit

donc naturel de comparer à cette figure , les degrés mesurés des

méridiens ; mais cette comparaison a donné pour la figure des

méridiens , des ellipses différentes , et qui s'éloignent trop des

observations
,
pour pouvoir être admises. Cependant , avant de

renoncer entièrement à la figure elliptique , il faut déterminer celle

dans laquelle le plus grand écart des degrés mesurés , est plus petit

que dans toute autre figure elliptique , et voir si cet écart est dans

les limites des erreurs des observations. On y parviendra par la

méthode suivante.

Soient c£'\ a(2)
, <2

(J
), &c. , les degrés mesurés des méridiens;

soient
J>

(,)
,
p^"\ p^ , &c. , les quarrés des sinus des latitudes cor-

respondantes"
: supposons que dans l'ellipse cherchée, le degré du

méridien soit exprimé par la formule z+py $ en nommant x^\

x^ . x^ , &c. , les erreurs des observations , on aura les équations

suivantes , dans lesquelles nous supposerons que p
1-^

,
pW

,
pw

}

forment une progression croissante

,

a^— z—p (-'Ky = x ( ' )

a^—z— p^.y = x^
tp)— z—p {3Ky == «W ; {A)

ûW-2-/ ).j/=xW
)

n étant le nombre des degrés mesurés.

On éliminera de ces équations, les deux inconnues z et y,
et l'on aura n— 2 équations de condition , entre les n erreurs x^l

,

xw
,

x<*"ï. Il faut maintenant déterminer le système de ces

erreurs, dans lequel la plus grande est, abstraction faite du signe

,

moindre que dans tout autre système,
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Supposons d'abord que l'on n'ait entre ces erreurs
,
qu'une seule

équation de condition, que nous pouvons représenter par celle-ci

,

a = otxco+ nxw+p xm+ &c.

-a étant positif. On aura le système des valeurs de #c,)
, xw , &c ,

qui donne , abstraction faite du signe , la plus petite valeur , à la

plus grande; en les supposant au signe près , toutes égales entre

elles et au quotient de a, divisé par la somme des coefficiens ni,n,

p, &c.
,
pris positivement. Quant au signe que chaque quantité

doit avoir, il doit être le même que celui du coefficient de cette

quantité , dans l'équation proposée.

Si l'on a deux équations de condition entre ces erreurs; le sj^s-

tême qui donnera la plus petite valeur possible , à la plus grande,

sera tel, qu'abstraction faite du signe, toutes ces erreurs seront

égales entre elles , à l'exception d'une seule qui sera plus petite

que les autres , ou du moins, qui ne les surpassera pas. En suppo-

sant donc que xCl) soit cette erreur, on la déterminera en fonction de

x
r
*~>, #C3)

, &c. , au moyen de l'une des équations de condition, pro-

posées; en substituant ensuite cette valeur de xw , dans l'autre

équation de condition ,011 en formera une entre #°° , #C3)
, &c. :

représentons-la par la suivante,

a = m x ^ + 7Z.tC3) + &c.

,

a étant positif; on aura, comme ci -dessus, les valeurs de x^,

#C3)
, &c. , en divisant a, par la somme des coefficiens 772, ri, &c.',

pris positivement, et en donnant successivement au quotient, les

signes de m, n, &c. Ces valeurs substituées dans l'expression de

ar
co en xw , #(3

?, &c. , donneront la valeur de x^; et si cette valeur,

abstraction faite du signe, n'est pas plus grande que celle de xw
,

ce système de valeurs sera celui qu'il faut adopter ; mais si elle est

plus grande, alors la supposition que xco est la plus petite

erreur, n'est pas légitime, et il faudra faire successivement la

même supposition sur #co , #C3;>
, &c.

,
jusqu'à ce que l'on parvienne

à une erreur qui y satisfasse.

Si l'on a trois équations de condition , entre ces erreurs; le sys-

tème qui donnera la plus petite valeur possible , à la plus grande,

sera tel, qu'abstraction faite du signe, toutes ces erreurs seront

égales entre elles , à l'exception de deux, qui seront moindres que-
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les autres. En supposant donc que a?

co et xw , soient ces deux

erreurs , on les éliminera de la troisième des équations de condi-

tion , au moyen des deux, autres équations , et l'on aura une équa-

tion de condition entre les erreurs #C3;) et xC4)
, &c. : représentons-

la par la suivante

,

a = m #C3:,
-f /za;

00
-!- &c.

,

a étant positif. On aura les valeurs de #C5)
, xw , &c. , en divisant a

par la somme des coefficiens , m, 71 , &c.
,
pris positivement, et en

donnant successivement au quotient, les signes de m, 11 , &c. Ces

valeurs substituées dans les expressions de a/° et de #w , en A?
f-3)

,

a;
00

, &c. , donneront les valeurs de #co et de xw , et si ces der-

nières valeurs , abstraction faite du signe , ne surpassent pas #c3)
,

on aura le système d'en-eurs
,
qu'il faut adopter; mais si l'une de

ces valeurs surpasse #c3)
, la supposition que ,r

co et x^ sont les plus

petites erreurs, n'est pas légitime, et il faudra faire la même sup-

position sur une autre combinaison des erreurs a?
w

, a
,Ci°, .i?

(3)
, &c,

prises deux à deux
,
jusqu'à ce que l'on parvienne à une combi-

naison dans laquelle cette supposition soit légitime. Il est facile

d'étendre cette méthode , au cas où l'on auroit quatre ou un plus

grand nombre d'équations de condition , entre les erreurs x*-'^, xw
,

a<3
), &c. Ces erreurs étant ainsi connues, il sera facile d'en conclure

les valeurs de z et dey,

La méthode que nous venons d'exposer , s'applique à toutes les

questions du même genre; ainsi, ayant un nombre 71 d'observa-

tions d'une comète, on peut, à son moyen, déterminer l'orbite

parabolique dans laquelle la plus grande erreur est, abstraction

faite du signe , moindre que dans toute autre orbite parabolique

,

et reconnoître par-là , si l'hypothèse parabolique peut représenter

ces observations. Mais quand le nombre des observations est con-

sidérable , cette méthode conduit à de longs calculs , et l'on peut,

dans le problême qui nous occupe , arriver facilement au système

cherché des erreurs
,
par la méthode suivante.

Concevons que #c0 soit, abstraction faite du signe, la plus grande

des erreurs #° 3
, xw , &c. ; nous observerons d'abord, qu'il doit

exister une autre erreur x^' égale et de signe contraire à x&j

autrement,
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autrement , on pourroit , en faisant varier z convenablement dans

l'équation

cP— z—-p^.y— x«l,

diminuer l'erreur #co
, en lui conservant la propriété d'être l'erreur

extrême , ce qui est contre l'hypothèse. Nous observerons ensuite

,

que #co et aft? étant les deux erreurs extrêmes , l'une positive et

l'autre négative , et qui doivent être égales , comme on vient de le

voir ; il doit exister une troisième erreur #c''° égale , abstraction

faite du signe , à#c0
. En effet, si l'on retranche l'équation corres-

pondante à a?
w

, de l'équation correspondante à x°'l ; on aura

Le second membre de cette équation est, abstraction faite du signe,

la somme des erreurs extrêmes , et il est clair qu'en faisant varier

convenablement y , on peut la diminuer , en lui conservant la

propriété d'être la plus grande des sommes que l'on peut obtenir

par l'addition ou par la soustraction des erreurs #co , a;
00

, &c.

,

prises deux à deux; pourvu qu'il n'y ait point une troisième erreur

a?
c''° égale, abstraction faite du signe, à^co

; or la somme des erreurs

extrêmes étant diminuée , et ces erreurs étant rendues égales , au

moyen de la valeur de z, chacune de ces erreurs seroit diminuée

,

ce qui est contre l'hypothèse. Il existe donc trois erreurs a?
co

, x^''\

a
'

, égales entre elles , abstraction faite du signe, et dont l'une

a un signe contraire à celui des deux autres.

Supposons que ce soit a?
'
3

,- alors le nombre i' tombera entre les

deux nombres i et i". Pour le faire voir, imaginons que cela ne
soit pas , et que i' tombe en deçà ou au-delà des nombres i et i". En
retranchant l'équation correspondante à i! , successivement des deux
équations correspondantes à i et à i", on aura

Les seconds membres de ces équations sont égaux et demême signe
;

ils sont encore , abstraction faite du signe , la somme des erreurs

extrêmes; or il est clair qu'en faisant varier convenablement^,

on peut diminuer chacune de ces sommes, puisque le coefficient

de y , a le même signe dans les deux premiers membres : pn peut

Mécan, cél. Tome Il
x R
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d'ailleurs, en faisant varier z convenablement , conservera #c '

,

la même valeur; xi0 et x'-
1 '

seroient donc alors, abstraction faite

du signe , moindres que *c
''5 qui deviendroit la plus grande des

erreurs , sans avoir d'égale ; et dans ce cas , on peut , comme on
vient de le voir, diminuer l'erreur extrême; ce qui est contre

l'hypothèse. Ainsi le nombre i' doit tomber entre les nombres i

et i".

aw— a«--r/}
•-pc °; •y x^— *"?

a^ — aw --r>C3) -p'V y x^~ V

aw— a«--(pw-Pw) •y X<M _-*w

Déterminons maintenant, lesquelles des erreurs a;
co

,a;
C2)
,«C35,&c.,

sont les erreurs extrêmes. Pour cela , on retranchera la première

des équations Ç^), successivement des suivantes, et l'on aura cette

suite d'équations

,

>m
&c.

Supposons y infini; les premiers membres de ces équations seront

négatifs, et alors la valeur de xM sera plus grande quex^, #C3)
, &c. :

en diminuant continuellement y, on arrivera enfin à une valeur

qui rendra positif, l'un de ces premiers membres
,
qui avant d'ar-

river à cet état, deviendra nul. Pour connoître celui de ces mem-
bres qui le premier devient égal à zéro , on formera les quantités,

fl0O_ flCO oC3)_ c(0 cC4)_aC0

pOO—pCO 3 pGD—pW > pC4)_pC0 } &<

Nommons <°w la plus grande de ces quantités, et supposons qu'elle

soit : s il y a plusieurs valeurs égales a t l
' nous conside-

pCO_pCO J r D

rerons celle qui correspond au nombre r, le plus grand. En subs-

tituant É0) pourjv? dans la (r— i^
ièmc des équations {B) ;xi0 sera

égalât , et en diminuant y , il l'emportera sur #co , le premier

membre de cette équation devenant alors positif. Par les diminu-

tions successives de y , ce membre croîtra plus rapidement que les

premiers membres des équations qui la précèdent; ainsi, puisqu'il

devient nul , lorsque les précédens sont encore négatifs , il est

visible o,ue dans les diminutions successives de y, il sera toujours
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plus grand qu'eux , ce qui prouve que xs® sera constamment plus

grand que .r
co

, xw ,. . . .xCr~°, lorsque y sera moindre que ? £l\

Les premiers membres des équations (B) qui suivent la (V-iJ'
êmc

,

seront d'abord négatifs, et tant que cela aura lieu, .t
ch~ i:>

, .r
(r+

^, &c.

,

seront moindres quea?' 1

), et par conséquent, moindres que x^
,

qui devient la plus grande de toutes les erreurs xi0 , xw . . .#'")

,

lorsque y commence à devenir moindre que £ co. Mais en conti-

nuant de diminuery , on parvient à une valeur de cette variable
,

telle que quelques-unes des erreurs #cr+1
), #Cr+!°

, &c, commen-
cent à l'emporter sur x^.

Pour déterminer cette valeur de y, on retranchera la riémo des

équations (A ) , successivement des suivantes , et l'on aura

«C
r+ '>— aO— {pC'+>) _pCO }.y = a;Cr+.)_ ^CO .

&c.

On formera ensuite les quantités

pCH-')_pCO »
j0
(r-t-^_

pCO
&c.

Nommons £co
, la plus grande de ces quantités , et supposons qu'elle

soit —

—

—
: si plusieurs de ces quantités sont égales à ?>*?, nous

supposerons que r' est le plus grand des nombres auxquels elles

répondent. Cela posé, jc
00 sera la plus grande des erreurs Xe ")

,

xr^. . . . xw , tant quej^ sera compris entre 6 ( ° et é^y mais lors-

qu'en diminuant^, on sera arrivé à €w ; alors Xe ' commencera

à l'emporter sur #c° , et à devenir la plus grande des erreurs.

Pour déterminer dans quelles limites , on formera les quantités

cC'H-0_ aC") C"-H>-_aC'0

Soit £ cr>
la plus grande de ces quantités , et supposons qu'elle soit

QC"'-*-O_ G0')

ç r/--t-o_ C)
: s* plusieurs de ces quantités sont égales à £ c3)

,
nous

supposerons que r" est le plus grand des nombres auxquels elles

répondent. x-
T° sera la plus grande de toutes les erreurs depuis-

R a
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y— ëw jusqu'à y= £ ĉ . Lorsque y == £ C3)

, alors «Sr//) commence

à être cette plus grande erreur. En continuant ainsi , on formera

les deux suites

,

co e<*> ; f(») ,. e(3)
a
. ew _oo ,. (C)

La première indique les erreurs #( '), #W, #{r/)

, &c, qui deviennent

successivement les plus grandes : la seconde suite formée de quan-

tités décroissantes, indique les limites dey, entre lesquelles ces

erreurs sont les plus grandes ; ainsi #(1
) est la plus grande erreur

depuisy= oo
,
jusqu'ày= £ ( '); *W est la plus grande erreur depuis

y= £('\ jusqu'à y= C (-
2 '>- x^'

1
** est la plus grande erreur depuis

y-z=zé^}, jusqu'à y==éWj ainsi de suite.

Reprenons maintenant les équations (B), et supposons y néga-

tif et infini. Les premiers membres de ces équations seront posi-

tifs; #(l) sera donc alors la plus petite des erreurs x(l)
, x^\ &c. :

en augmentant continuellement y ,
quelques-uns de ces membres

deviendront négatifs, et alors x^ cessera d'être la plus petite des

erreurs. Si l'on applique ici le raisonnement que nous venons de

faire pour le cas des plus grandes erreurs; on verra que si l'on

nomme a(1
), la plus petite des quantités

G00_aCO cW—fiO) , qC4)_ cCO

jpCO—pCO > p(3)_pCO
> pCO—pCO *

et si l'on suppose qu'elle soit -——— , 5 étant le plus grand des

nombres auxquels répond a^
1

), si plusieurs de ces quantités sont

égales à a( '),• x^') sera la plus petite des erreurs depuis y =— oo,

jusqu'à y— tS'\ Pareillement, si l'on nomme a(2)
, la plus petite

des quantités

p0H-O_p(0 ' pCH-^)_p(0
&c.

et que l'on suppose qu'elle soit — — , s étant le plus grand des

nombres auxquels répond aw
, si plusieurs de ces quantités sont

égales à ^*).; #w sera la plus petite des erreurs depuis y = fS*\
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jusqu'àj/= K.W j et ainsi du reste. On formera de cette manière, les

deux suites

,

*t0 ; «M ,. *t»0 ) x«"} ;
*M

— » ; tfO ; x« ,> X^ ,. KW; ôo ; (Z>)

La première indique les erreurs #(I)
, x^, x^s

'^; &c.
,
qui sont suc-

cessivement les plus petites , à mesure que l'on augmente y : la

seconde suite formée de termes croissans , indique les limites des

valeurs de y , entre lesquelles chacune de ces erreurs est la plus

petite ; ainsi, x^ est la plus petite des erreurs, depuis y ==— oo,

j usqu'à y = x< ') ; *W est la plus petite des erreurs , depuis y= tS*\

jusqu'ày= xW, et ainsi du reste. Cela posé

,

La valeur de^ qui appartient à l'ellipse cherchée , sera l'une des

quantités £ { '\ fW, ^3
\ &c; **'>, xW, fS

3
), &c. ; elle sera dans la

première suite , si ies deux erreurs extrêmes de même signe, sont

positives. En effet, ces deux erreurs étant alors les plus grandes
,

elles sont dans la suite, x^'\ x^, x^'\ &c. ; et puisqu'une même
valeur dey, les rend égales, elles doivent être consécutives, et la

valeur de y qui leur convient , ne peut être qu'une des quantités

£(0
5
£00

}
&c. • parce que deux de ces erreurs ne peuvent être à-la-

fois, rendues égales et les plus grandes
,
que par l'une de ces quan-

tités. Voici maintenant , de quelle manière on déterminera celle

des quantités £
(l
), €^\ &c, qui doit être prise pour,/.

Concevons
,
par exemple

,
que C^ soit cette valeur ; il doit alors

se trouver, par ce qui précède , entre x^^ et x^"^, une erreur qui

sera le minimum de toutes les erreurs
,
puisque &") et «''") seront

les maxima de ces erreurs y ainsi , dans la suite x^ ,
#W, x ^ s'\ &c.

,

quelqu'un des nombres s, s', &c. , sera compris entre r' et r". Sup-
posons que ce soit s. Pour que #(s)

soit la plus petite des erreurs

,

la valeur dejj' doit être comprise depuis x(0 jusqu'à xOOy donc si £(:

est compris dans ces limites , il sera la Valeur cherchée dey, et il

sera inutile d'en chercher d'autres. En effet, supposons que l'on

retranche celle des équations (^) qui répond à #w , successive-

ment des deux équations qui répondent à xW et à x^
l,s

>; on aura
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Tous les membres de ces équations étant positifs , en supposant

y— ÇW; il est clair que si l'on augmente y , la quantité $W— x^~>

augmentera ; la somme des erreurs extrêmes
,

prise positive-

ment, en sera donc augmentée. Si l'on diminue y , la quantité

x {
r")—#W en sera augmentée, et par conséquent aussi , la somme

des erreurs extrêmes; £ (3) est donc la valeur de y qui donne la

plus petite de ces sommes ; d'où il suit qu'elle est la seule qui satis^

fasse au problême,

On essaiera de cette manière, les valeurs de ë^\ C^\ £(3)
, &c;

ce qui se fera très-aisément par leur seule inspection ; et si l'on

arrive à une valeur qui remplisse les conditions précédentes, on

sera sûr d'avoir la valeur cherchée dey.

Si aucune des valeurs de € , ne remplit ces conditions ; alors

cette valeur de y sera quelqu'un des termes de la suite ?S'\ aJ
s)

,

*(3
), &c. Concevons, par exemple, que ce soit &) ; les deux erreurs

extrêmes x^ et x 1
-
3 ') seront alors négatives , et il y aura

,
par ce

qui précède , une erreur intermédiaire, qui sera un maximum , et

qui tombera, par conséquent, dans la suite x^), x^'\ x^"\ &c.

Supposons que ce soit x^ , r étant alors nécessairement compris,

entre s et s' ; aw devra donc être compris entre C^
x

) et C^K Si cela

est, ce sera une preuve que à(2
-> est la valeur cherchée de y. On

essaiera donc ainsi, tous les termes de la suite *S*\ ?S
3

\ x.W
?
&c,

jusqu'à ce que l'on arrive à un terme qui remplisse les conditions

précédentes.

Lorsque l'on aura ainsi déterminé la valeur dey 3 on aura faci-

lement, celle de z. Pour cela, supposons que £<•*) soit la valeur

de y, et que les trois erreurs extrêmes soient x^, x {"\ et xW; on

aura #(s)=

—

x {'\ et par conséquent,

d'où l'on tire

,

a(s
>— z—yW .y=— tf

(r)

;

= -l .y ;

on aura ensuite la plus grande erreur #w , au moyen de l'équation

oC0_ aC0 /„CO_pCO}
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4o. L'ellipse déterminée dans le n°. précédent , sert à recon-

noître si l'hypothèse d'une figure elliptique est dans les limites des

erreurs des observations; mais elle n'est pas celle que les degrés

mesurés indiquent avec le plus de vraisemblance. Cette dernière

e'lipse me paroît devoir remplir les conditions suivantes, savoir

i°. que la somme des erreurs commises dans les mesures des arcs

entiers mesurés , soit nulle; 2°. que la somme de ces erreurs prises

toutes positivement , soit un minimum. En considérant ainsi les

arcs entiers , au lieu des degrés qui en ont été conclus ; on donne

à chacun de ces degrés , d'autant plus d'influence sur l'ellipticité

qui en résulte pour la terre
,
que l'arc correspondant est plus con-

sidérable, comme cela doit être. Voici une méthode très -simple

pour déterminer l'ellipse qui satisfait à ces deux conditions.

Reprenons les équations (-^O du n°. 4o, et multiplions-les res-

pectivement par les nombres qui expriment combien les arcs

mesurés renferment de degrés, et que nous désignerons par i
(l)

,

£Wj P\ &c. Soit ^ la somme des quantités PKd'\ PhaW, &c,
divisée par la somme des nombres z

(l
), p) , P\ &c. ; soit pareille-

ment P, la somme des quantités P\pW , PKpW, &c. , divisée

parla somme des nombres P\ i
w

, P^
7
&c. ; la condition que la

somme des erreurs ico .37co , i
w

.

*

(2)
, &c, est nulle, donne

o = ud— z—P -y-

Si l'on retranche cette équation, de chacune des équations (^4)

du n°. précédent; on aura de nouvelles équations de la forme sui-

vante :

&c.

'— q
v

"'-J= x^l
(O)

n i • i •
èC0 *co AC3)

o
i ormons la suite des quotiens —— ,

—- , -r- , &c. , et disposons-

les suivant leur ordre de grandeur , en commençant par les plus

grands; multiplions ensuite les équations (O) auxquelles ils répon-

dent
,
par les nombres correspondans i

co
, i

(!
°, &c. ; disposons enfin

ces équations ainsi multipliées , dans le même ordre que ces quo-
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tiens. Les premiers membres de ces équations disposées de cette

manière , formeront une suite de termes de la forme

h^y—c^j h^y—cU; h^y—c^; &c.
;

(P)

dans lesquels nous supposerons h^ , U-^ , &c,
,

positifs, en chan-

geant le signe des termes où y a un coefficient négatif. Ces termes

sont les erreurs des arcs mesurés
,
prises positivement ou négati-

vement. Cela posé

,

Il est clair qu'en faisant y infini, chaque terme de cette suite,

devient infini ; mais ils diminuent, à mesure que l'on diminue y ,

et finissent par devenir négatifs; d'abord, le premier, ensuite le

second, et ainsi des autres. En diminuant toujours y, les termes

une fois parvenus à être négatifs, continuent de l'être, et dimi-

nuent sans cesse. Pour avoir la valeur dey
,
qui rend la somme de

ces termes pris tous positivement , un minimum ; on ajoutera les

quantités h^\ h^\ &c.
,
jusqu'à ce que leur somme commence à

surpasser la somme entière de toutes ces quantités; ainsi, en nom-

mant F cette somme , on déterminera r de manière que l'on ait

hvj-hw+h™. ...... +&'->> <{F,

On aura alors y=— , en sorte que l'erreur sera nulle , relative-

ment au degré même qui correspond à celle des équations (Q)
dont le premier membre égalé à zéro , donne cette valeur de^.

Pour le faire voir , supposons que l'on augmente je , de la quan-

ta . .
cC r— CC0

tité J'y, de manière que jr^+^y soit compris entre et ——

.

Les r— i premiers termes de la série (P) seront négatifs
a comme

dans le cas de _y==— 3 mais en les prenant avec le signe +
,

leur somme diminuera de la quantité

,

ftto?

cCO
Le. f™ ternie de cette suite, qui est nul, lorsque^= —, devien-

dra
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dra positif et égal à h^fy; la somme de ce terme et des suivans

qui sont tous positifs , augmentera de la quantité

mais on a par la supposition
,

A<
]>+A« +tt"^ < hV+ h<-'

+')+ &c.
;

la somme entière des termes de la suite (P) pris tous positive-

ment , sera donc augmentée, et comme elle est égale à la somme
des erreurs z

(,) .a; ( '), i^.x^, &c. , des arcs entiers mesurés, prises

toutes avec le signe + > cette dernière somme sera augmentée par

la supposition de y= —-+ S~y. Il est facile de s'assurer de la même

manière, qu'en augmentant^, en sorte qu'il soit compris entre

cC-o cc-o et'-*) cO—?î

W-^ et hU^ '
ou entre W^ et W^> '

&c
- >

la somrae des cr~

reurs prises ave le signe + , sera plus grande que lorsque^=—

.

Diminuons présentement y de la quantité S'y , en sorte que

CC> . . cCO cCH-O
SV soit compris entre —— et —- : la somme des termes

7iCO J v
feÇO fcCH-0

négatifs de la série (P) augmentera en changeant leur signe, de la

quantité
fAW+AW +A«;.<fy ;

et la somme des termes positifs de la même série , diminuera de la

quantité

et puisque l'on a

AW+AW 4- A« > A(
r+,

>+#r+a
> + &c.

;

il est clair que la somme entière des erreurs prises avec le signe +,
sera augmentée. On verra de la même manière

,
qu'en dimi-

cOH-O cC r-*-2) et-*- 2)

nuant y , en sorte qu'il soit entre -j^j et -^^ , ou entre -~
cCH-3) . .

et , &c. j la somme des erreurs prises avec le signe +, est

plus grande que lorsque y=— ; cette valeur de y est donc celle

qui rend cette somme un minimum.

La valeur dey, donne celle de z , au moyen de l'équation

z= ^-P.y.
L'analyse précédente étant fondée sur la variation des degrés de

Mécan. cél. Tome II, S
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l'équateur aux pôles

,
proportionnelle au quarré du sinus de la

latitude, et cette loi de variation ayant également lieu pour la

pesanteur ; il est clair qu'elle s'applique aux observations sur la

longueur du pendule à secondes.

4 1 . Appliquons-la d'abord aux degrés déjà mesurés, des mé-
ridiens terrestres. Parmi ces degrés

,
je considérerai les sept sui-

vans, que j'évaluerai en parties de la règle à laquelle on a rapporté

l'arc mesuré depuis Dunkerque jusqu'à Barcelonne, pour déter-

miner l'unité fondamentale des poids et mesures. Je désignerai par

la lettre R, cette règle qui est le double de la toise dontBouguer

s'est servi au Pérou. J'exposerai ensuite la manière dont on a fixé

le rapport de cette règle au mètre.

Le premier de ces degrés est celui du Pérou , à zéro de latitude.

Sa longueur, suivant Bouguer, est de 25558^,85; l'arc total me-

suré d'où ce degré a été conclu , est de 5°, 4655.

Le second est celui du Cap de Bonne-Espérance, mesuré par

la Caille , et dont le milieu répond à la latitude de 57°,oo93. Sa

longueur est de 26666^,66; l'arc total mesuré d'où ce degré a été

conclu, est de i°,5572.

Le troisième est celui de Pensylvanie, mesuré par Mason et

Dixon. Son milieu répond à la latitude de 45°, 5556 ; sa longueur

est de 255go,*, 60 ; l'arc total mesuré est de i°, 6455.

Le quatrième est celui d'Italie , mesuré par Boscovieil et le Maire.

Son milieu répond à la latitude de 47°,70,65; sa longueur est de

25640^,55 5 l'arc total mesuré est de 2°,4o34.

Le cinquième degré est celui de France , mesuré nouvellement

par Delambre et Mechain. Son milieu répond à la latitude de

5i°, 6027 ; sa longueur est de 25658-R, 29 ; l'arc total mesuré est de

io°,7487-

Le sixième est celui d'Autriche , mesuré par Liesganig. Son

milieurépond à la latitude de 55 ,O926j salongueurestde25685R,5oj

l'arc total mesuré est de 5°,27o4.

Le septième est celui de Laponie, mesuré par Clairaut, Mauper-

tuis , le Monnier, &c. Son milieu répond à la latitude de 75°, 7057 :

en prenant une moyenne entre les diverses suites de triangles

,

et en ayant égard à la réfraction , dans l'évaluation de l'arc céleste
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je fixe sa longueur à 25832* 25 ; l'arc total mesuré est de i°,o644.

Voici le tableau de ces degrés disposés suivant l'ordre des lati-

tudes.

Latitudes. Longueurs des degrés.

o°, oooo 25558*, 85

3j , oog5 25666 , 65

45 , 5556 255gg , 6o

47 , 7g65 2564o , 55

5i,5527 25658 ,28

55,0926 ." 25685 ,00

75,7057 25852 ,25

Les équations (^/) du n°. 5g , deviennent donc ici

,

25558*, 85— z—y. 0,00000 = x^
25666 ,65— z—y.o,5oi56 = x^
2559g > 5°— z—^.o,5gg46 = #(3)

2564o,55— z—j^.o,4654i = #W {ud")

25658 ,28— z—^.o,52og5 = x^
25685 ,5o— z—y.o,5k65o~xW
25852 ja5— z.— jr,p,8388.7 = *W

Les deux suites (C) du même n°. deviennent,

xW
,

»W
,

«(»>

00 , 4ii5, 7g6, 508,202, — co

et les deux suites ( D) deviennent

*< l

>, ««
,

xW
,

&>
— co , i52,o8o , 485,087 , 547,176, 00

Il est facile d'en conclure
,
par le n°. cité

,y= 5o8*, 202 , ce qui

donne — pour l'ellipticité de la terre : on a ensuite

*W= «to=— x^= 48* 60.

Ainsi , de quelque manière que l'on combine les sept degrés pré-

cédens, quelque rapport que l'on choisisse, pour celui des axes de

la terre, il est impossible d'éviter dans l'ellipse, une erreur de

48*, 60, dans les mesures de quelques-uns des degrés précédens
;

et comme cette erreur étant la limite de celles qui peuvent être

admises, est, par cela même, infiniment peu probable, il faudroit,

dans la supposition d'une figure elliptique , admettre des erreurs

S 2



i4o MÉCANIQUE CELESTE,
encore plus grandes que 48 /J

, 60. Or en examinant avec attention
,

les mesures de ces degrés , il paroît difficile de supposer à-la-fois,

que dans chacun des degrés de Pensylvanie , du Cap de Bonne-

Espérance et deLaponie, sur lesquels tombent les trois plus grandes

erreurs , il s'est glissé une erreur de 48*, 60; il semble donc résulter

des mesures précédentes
,
que la variation des degrés des méri-

diens terrestres , s'écarte sensiblement de la loi du quarré des sinus

de la latitude
,
que donne l'hypothèse des méridiens elliptiques.

Déterminons cependant, l'ellipse la plus probable qui résulte

de ces mesures. En multipliant les équations
(
^4.' ) respectivement

par les nombres i
(l)

, z
(2)

, i
(3)

, &c. , de degrés que renferment les

arcs mesurés qui leur correspondent, et divisant leur somme

par £(')+ï(2)+i(3
)+ &c.; la condition que la somme des erreurs

ï( ').»(l)+ iW.a;W+ &c. , est nulle, donne

o= 25646K,8o— z—^.0,45717;

les équations (O) du n°. précédent deviennent ainsi,

— 107^,95 +^.0,43717= x^
19 , 85 +j/.o,i356i = x^

— 47 ,20+^.0,03771 = #(3)

— 6 ,25—y. 0,02824 =.*«>. (O')

ii ,48

—

y. 0,08376 = *(5>

36 , 5o—^.o,iii33= ;t<
6
>

i85 ,45

—

y. 0,40170= *(? )

De-là il est facile de conclure que la suite des quantités A(,)
, hP\
fcCO

A(3
), &c. , disposées suivant l'ordre de grandeur des quotiens —

'va— ,&c.,est

0,061985 0,42757; o,56445; i,5i4o5; o,goo3i; o,i84o5; 0,06787.

Les équations ( O') leur correspondent dans l'ordre 3 , 7 , 6, 1 , 5,

2, 4 : la somme des trois premières quantités est plus petite que la

demi-somme de toutes ces quantités , et la somme des quatre pre-

mières la surpasse ; on a donc x <-''>= o , ce qui donne y= 246,g5
;

et par conséquent, z= 25558*, 85; en sorte que l'expression du

degré du méridien, est 25558*, 85 + 246*, 93. sin.
a
0, étant la
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latitude; d'où résulte~ pour l'applatissement de la terre. Cette

expression donne 86^,26 pour l'erreur du degré de Laponie
?

erreur beaucoup trop grande, pour être admise ; ce qui confirme

ce que nous avons dit, savoir que la terre s'écarte sensiblement de

la figure elliptique.

Les opérations faites nouvellement par Delambre et Mechain,

pour la mesure de l'arc du méridien terrestre compris entre Dun-
kerque et Barcelonne , ne laissent , vu leur grande précision

,

aucun doute à cet égard. Voici les principaux résultats de ces

opéi-ations.

Latitudes. Distances au parallèle de

Montjoui , desparallèles de
Montjoui ». 45",g5828i ....

Carcassonne . . . . 48,016790 .... Carcassonne. 5274g*, 48

Evaux 5i ,5o94i4 .... Evaux.... 107174,03
Panthéon à Paris. 54, 274614 .... Panthéon.. 215519,77
Dunkerque 56 , 706944 .... Dunkerque. 275792 ,56

Maintenant, soient aw , a^\ aw et <z
C5)

, ces distances; 9e0, fl
Ca

>,

fl
C3)

5
âc«

5
â C5)

5
les ]atitudes; et x™, *«, x^,xw,x^\ les erreurs

dont ces latitudes sont susceptibles, et que l'on peut attribuer,

soit aux observations mêmes de la hauteur du pôle , soit aux me-
sures géodésiques dont les erreurs influent sur les latitudes des

parallèles supposés distans de celui de Montjoui , des intervalles

a00 , a(3)
, &c. L'arc terrestre compris entre l'équateur et le parallèle

de Montjoui , est à très-peu près
,
par ce qui précède,

s.{ôco +a;co— |p.sin.2Ôco },

s étant la grandeur du degré moyen , et p étant l'applatissement de

la terre réduit en degrés. L'arc compris entre l'équateur et le

parallèle de Carcassonne sera

s. {flW+xW— ip.sin.2 8^},

l'arc compris entre les deux parallèles de Carcassonne et de Mont-
joui , sera donc,

s.{SW_ flO).f*«_.»()_ ff.(Tsin.2Ô
Ca?— sin.aflW;}.

En l'égalant à aw , on aura

flW—âW+tf«—xU—ï
f .sm.(W— QW),cos.(W+W)) =—.

s
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Les parallèles des autres lieux , comparés à celui de Montjoui

,

donnent trois équations semblables. En substituant ensuite , les

nombres correspondans , on aura les quatre équations suivantes :

2°,o585og+ *w— *(,)— p . o, 0045829=

5°,55ii55+^ 3)— «C'J—
P
.o,oo54o56=

s

137174^,03

8°,5i6333+*W— xW+ p. 0,0007152 =
s

213319^,77 (*)

io°, 748665+x^— »(')+ p.o,oio54gi= 27579 2R, 35

Si l'on applique à ces équations , la première méthode que nous

avons donnée au commencement du n°. 3g ; on trouve que dans

l'hypothèse elliptique qui donne un minimum
,
pour la plus grande

erreur, on a x(') = #W =— x^ =— #(5
) = 4",45; x^=5",2q;

1

l'applatissement p— -t— , et le degré correspondant au parallèle

moyen égal à 25649^,8. Les observations ont été faites avec tant

de précision , qu'elles ne sont pas susceptibles des erreurs précé-

dentes
,
quoique fort petites; il paroît donc que l'on doit les attri-

buer , au moins en partie , à des causes qui écartent la figure de la

terre de celle d'un ellipsoïde. Mais ce qui le prouve incontestable-

ment , c'est l'applatissement —r—— que l'ensemble de ces erreurs

donne à la terre, applatissement qui ne peut subsister, ni avec les

phénomènes de la pesanteur, ni avec ceux de la précession et de la

nutation ; car ces phénomènes ne permettent pas de supposer à la

terre , un applatissement plus grand que dans le cas de l'homo-

généité , ou au-dessus de j~.

Si dans les équations ( B ) , on fait p = tj- ou en degrés
,

p == o°,276^gi ; et si l'on suppose

,

ÎOOCOO
s = ,•

elles donnent les suivantes,

o°,oooooo— z -—y. o°,oooooo=— *(,)
;

2°,o5724o— z—y % 5^274948 = —*W
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5°,34g657 — z—y.\ha
f]\rikob = —

#

(3)
;

8°,5i653i —z—y.2i°,55iQ77 = __ XW .

io°,75i585— z —y. 27°,57g256 =— x^ ;

Ces équations rentrent clans les équations (^) du n°. 5g , avec la

seule différence du signe des erreurs x^\ #W, &c. En y appliquant

la seconde méthode exposée clans ce n°. ; les deux suites ( C) du

même n°. , deviennent

oo- o°,5gooo2 ; o°,38gg8i ; o°,58g6gg- — oo
5

et les deux suites (Z?) deviennent

— 30 ; o°,38g845 ; 00
j

d'où l'on tire

,

— *(") =— XW = *t» =— g",g8
;

,7=-o,58g845,

et le degré sur le parallèle de 5o°, égal à 2 565 i*,53.

Une erreur de g",g8 , est beaucoup trop grande, pour être ad-

mise ; ainsi l'applatissement tj; , et à plus forte raison, des appla-

tissemens moindres , ne peuvent pas se concilier avec les mesures

précédentes* il est donc bien prouvé que la terre s'éloigne très-

sensiblement d'une figure elliptique. Mais il est très-remarquable,

que les mesures faites nouvellement en France et en Angleterre
,

avec une grande précision , dans le sens des méridiens , et dans

le sens perpendiculaire aux méridiens, se réunissent à indiquer un
ellipsoïde oscillateur dont l'ellipticité est -^5 , et le degré moyen
est égal à 2564g^,8.

Pour représenter avec ces données, les mesures des degrés entre

Dunlcerque et le Panthéon , le Panthéon et Evaux , Evaux et Car-

cassonne, enfin Carcassonne et Montjoui; il ne faut qu'altérer

d'environ 4",4 les latitudes observées. Le degré perpendiculaire au

méridien , à la latitude de 56°, 3i44 , devient 25837*, 6 > et Par des

opérations très-exactes faites en Angleterre, onl'a trouvé de 25853 R,4.

Il paroît donc par cet accord, que l'applatissement considérable de

l'ellipsoïde osculateur en France , ne dépend point des attractions

des Pyrénées, et des autres montagnes situées au midi de la France :
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il tient à des attractions beaucoup plus étendues , dont l'effet est

sensible au nord de la France , et même en Angleterre , comme en

Autriche et en Italie ; car tous les degrés mesurés dans cette partie

de la surface de la terre, sont à 8E ou 9* près, représentés par

l'ellipsoïde osculateur dont on vient de parler.

U paraît encore
,
par les diverses observations azimutliales faites

sur l'arc du méridien terrestre , depuis Dunkerque jusqu'à Mont-

joui
,
que l'ellipsoïde osculateur n'est pas exactement un solide de

révolution. En appliquant à ces observations , les formules du

n°. 38 , et les méthodes précédentes ; on pourra déterminer l'ellip-

soïde osculateur qui satisfait à-la-fois aux observations des azi-

muthsetdes latitudes. Nous nous bornerons ici, à remarquer que

la mesure d'une perpendiculaire à la méridienne de l'Observa-

toire , faite dans la plus grande largeur de la France
,
par les moyens

que l'on vient d'employer dans la mesure de la méridienne , en

observant sur plusieurs points les azimuths et les latitudes, four-

nirait sur l'excentricité de cet ellipsoïde dans le sens des paral-

lèles, des données beaucoup plus certaines , et qu'il est par con-

séquent à désirer
,
que l'on ajoute cette nouvelle mesure à la

précédente. Les observations azimutliales que l'on a déjà faites

,

prouvent que les méridiens ne sont point semblables , et si l'on

compare le degré du Cap de Bonne-Espérance , aux degrés me-

surés dans l'hémisphère boréal de la terre , il y a lieu de croire

que les deux hémisphères boréal et australsont difféï-ens entre eux.

La figure de la terre est donc très-composée , comme il est naturel

de le penser, lorsque l'on fait attention aux grandes inégalités de sa

surface , à la différente densité des parties qui la recouvrent, et

aux irrégularités du contour et de la profondeur des mers.

Pour conclure la grandeur du quart du méiidien terrestre , de

l'arc compris entre Dunkerque et Montjoui , il faut adopter une

hypothèse sur la figure de la terre , et au milieu des irrégularités

que cette figure présente , l'hypothèse la plus naturelle et la plus

simple, est celle d'un ellipsoïde de révolution. En partant de cette

hypothèse , le quart du méridien serait à très-peu près égal à cent

fois l'arc mesuré entre Dunkerque etMontjoui, divisé parle nombre

de ses degrés , si son milieu correspondoit à 5o° de latitude j mais

il
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il est un peu plus au nord : il en résulte dans la longueur du

quart du méridien , une petite correction qui dépend de l'àp-

platissement de la terre. On a choisi l'ellipticité que donne la

comparaison de Tare mesuré en France , avec l'arc mesuré h

l'équateur, et qui par sa position et son éloignement, par son éten-

due , et par les soins que plusieurs excellens observateurs ont

apportés à sa mesure, doit être préféré pour cet objet. L'ellipticité

que cette comparaison donne, est ~n; le quart du méridien conclu

de l'arc mesuré entre Dunkerque et Montjoui, est ainsi égal à

2565370B. Le mètre étant la dixmillionième partie de cette lon-

gueur, est par conséquent, o R, 256537, ou otoise ,5i5o74; la toise

étant celle qui a servi à la mesure de la terre au Pérou , rapportée

à la température de seize degrés et un quart du thermomètre à

mercure divisé en cent degrés , depuis la température de la glace

fondante
,
jusqu'à celle de l'eau bouillante sous une pression équi-

valente à celle d'une colonne de mercure , de soixante et seize cen-

timètres de hauteur. Au moyen de cette valeur , il sera facile de

traduire en mètres, toutes les mesures précédentes, et généralement

celles qui sont exprimées en toises.

Quelle que soit la figure de la terre ; on voit par les obser^

vations
,
que dans chaque hémisphère , les degrés vont en dimi-

nuant des pôles à l'équateur , ce qui exige une augmentation eor^

respondante dans les rayons terrestres , et par conséquent , un

applatissement dans le sens des pôles. Pour le faire voir, con-

cevons pour plus de simplicité
,
que la terre soit un sphéroïde

de l'évolution : le rayon osculateur du méridien, au pôle, sera

dirigé suivant l'axe de révolution ; ensuite , il diminuera sans

cesse, jusqu'à ce qu'il devienne perpendiculaire à l'axe, et alors

il sera dans le plan de l'équateur. Ces divers rayons forment

par leur intersection commune , la développée du méridien ter~

restre dont les deux tangentes extrêmes sont , la première

,

dans l'axe du pôle , et la seconde , dans l'axe de l'équateur.

Nommons a et a! ces deux tangentes prises depuis l'intersection

de l'axe du pôle , avec le diamètre de l'équateur , intersection que

nous prendrons pour le centre de la terre. Nommons encore R
et R' les rayons oscillateurs du méridien , au pôle boréal et à

MÉCAN. ci:L. Tome II. T
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l'équateur , et r et r , les rayons menés du centre de la terre à

ces deux points. Nous aurons évidemment r=R— a; r'= R'+ d;
d'où l'on tire

,

r'— r = a+ a'--(R— R').

La développée est convexe vers l'axe du pôle
,
puisque les rayons

osculateurs et les degrés du méridien vont en diminuant des pôles

à l'équateur
; de plus , l'arc entier de la développée est moindre

que la somme a-\-a! de ses deux tangentes extrêmes; or R— R' est

égal à cet arc; r—7-est donc une quantité positive. Si l'on nomme r"

le rayon mené du centre de la terre , au pôle austral ; on verra de

la même manière, que r — r" est positif; 2 r' est donc plus grand

que r+/'y c'est-à-dire que le diamètre de l'équateur est plus grand

que l'axe des pôles ; ou , ce qui revient au même , la terre est

applatie dans le sens des pôles.

Si l'on considère un arc infiniment petit du méridien , comme
un arc de cercle, et si l'on conçoit tracée la circonférence dont

cet arc fait partie; l'extrémité de l'arc, la plus voisine du pôle,

sera plus près que l'autre extrémité , du point de la circonférence

le plus voisin du centre de la terre ; d'où il est facile de conclure

que le rayon terrestre mené à la première extrémité , est moindre

que le rayon mené à la seconde extrémité ; c'est-à-dire
,
que les

rayons terrestres vont en augmentant des pôles à l'équateur.

a-\-a' est moindre que 2,(R—R') ; ainsi r—r est plus petit que

R—R' ; la différence des rayons terrestres du pôle et de l'équa-

teur , est donc moindre que la différence des rayons osculateurs

correspondans ; en sorte que les degrés des méridiens croissent de

l'équateur aux pôles , dans un plus grand rapport que celui sui-

vant lequel les rayons terrestres diminuent. Il est facile d'étendre

les mêmes raisonnemens au cas où la terre ne seroit point un solide

de révolution.

4.1. Considérons présentement les longueurs observées du pen-

dule à secondes. Parmi ces longueurs
,
je choisirai les quinze sui-

vantes : les deux premières ont été déterminées par Bouguer , l'une

à l'équateur au Pérou , l'autre à Portobello ; la troisième a été

déterminée par le Gentil à Pondichery ; la quatrième a été con-

clue de celle de Londres
,
par la comparaison des oscillations d'un
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pendule invariable transporté de Londres à la Jamaïque par Cam-
pell ; la cinquième a été déterminée par Bouguer , au petit Goave

;

la sixième
,
par la Caille au Cap de Bonne-Espérance

; la septième,

par Darquier à Toulouse; la huitième, par Liesganig à Vienne
en Autriche; la neuvième, à Paris, par Bouguer; la dixième,

à Gotha
,
par Zach ; la onzième a été conclue de celle de Paris

,
par

la différence des oscillations d'un pendule invariable transporté de

Londres à Paris; la douzième et la quatorzième ont été conclues de

la même manière de celle de Paris
,
par les observations de Mallet

,

à Pétersbourg et à Ponoi ; la treizième a été semblablement con-

clue de celle de Paris, par Grischow , à Arensgbergj enfin, la

quinzième a été déterminée suivant le même procédé
,
par les Aca-

démiciens français qui ont mesuré le degré du méridien enLaponie.

Les neuf mesures absolues ont l'avantage d'avoir été faites sui-

vant la même méthode qui consiste à observer les oscillations d'un

poids suspendu à l'extrémité inférieure d'un fil de pite très-mince,

d'un mètre environ de longueur , et saisi par une pince , à son

extrémité supérieure. Toutes ces mesures peuvent être considé-

rées comme ayant été prises au niveau des mers. Je les ai réduites

au vide et à la même température; ainsi, dans le cas même où elles

laisseroient quelque incertitude sur la longueur absolue du pen-

dule à secondes, l'uniformité de la méthode doit donner avec

précision , la loi des variations de cette longueur , l'un des princi-

paux objets à connoître. Les huit autres mesures ont été conclues

par la comparaison d'un pendule invariable observé à Paris , et

transporté dans les lieux correspondais à ces mesures.

C'est à la longueur du pendule observée à Paris par Bouguer, et

prise pour unité
,
que j'ai rapporté les autres qui expriment encore

les rapports des poids d'un même corps transporté successive-

ment dans ces divers lieux, à son poids à Paris
,
pris pour unité de

poids.

Latitudes. Longueurs dupendule à secondes.

o°,oo 0,99669

10 ,61 0,99689

i.3,25 0,99710

20 ,00 0,997^5

T %
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Latitudes. Longueurs dupendule à secondes.

20 ,5o 0,99728

37 >
69 °>99877

48 ,44 o,ggg5o

53°,57 0,99987

54,26 . 1,00000

56,65 1,00006

57 ,22 1,00018

64,72 1,00074

66,60 1,00101

74,22 1,00157

74 ,55 i,ooi48

Les équations (^) du n°. 09, deviennent donc ici,

0,99669— z—y. 0,00000 === &'}

0,996^9

—

z—y. 0,02752 = x^
0,99710

—

z—y. 0,04270 =# (3)

0,99745

—

z—^.o,og54g =xW
o,gg728—z—y . 0,10016 == x^
o,gg877

—

z—jK«o,5n42 = * (6)

o,ggg5o

—

z—y.o^BBi —x^
o,99g87 -z-y.o,55596=xW (^T)

1,00000— z—y. 0,5667 2 =x^
1,00006— z—y. 0,57624= #c ' o;)

1,00018

—

z—y.o,6i244= #Cl,:)

1,00074— z

—

y.o, rj25o r
/ = #(ia>

1,00101 — z—-^.0,74909 = x°3y

1,00137 —z —jK- o,84478 = * Cl°

i,ooi48— z—y. o,8482g = x° 5y

Les deux suites ( C) du même n°. , deviennent

*(•) x^ x^ XW x^ x^
co +o,oog6oig +o,oo665o4 -f 0,0061 i5i +o,oo5n8i +0,0047079,... — 00,

et les deux suites (Z?) deviennent

00 + 0,0000099 + 0,001 osgo. .. . + ao
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Il est facile d'en, conclure par le n°« cité
,
que y= OjOo553gg. On

trouve ensuite

,

*( 6
) =— âfîO =— XM= 0,00018

;

«= 0,99687.

Ainsi , de quelque manière que l'on combine les quinze mesures

précédentes ; on ne peut éviter une erreur moindre que 0,00018

,

dans l'hypothèse où les variations de la pesanteur croissent de

l'équateur aux pôles, proportionnellement au quarré du sinus de

la latitude. Cette erreur est dans les limites de celles dont ces me-
sures sont susceptibles , et l'on voit qu'elle est beaucoup moindre

que l'erreur correspondante des mesures des degrés des méridiens;

ce qui confirme ce que la théorie nous a indiqué dans le n°. 55
,

savoir que les termes de l'expression du rayon terrestre, qui écar-

tent la figure de la terre , de l'hypothèse elliptique , sont beaucoup

moins sensibles dans la longueur du pendule à secondes, que dans

la grandeur des degrés des méridiens.

On a vu dans le n°. 54 ,
qu'en partant de l'hypothèse elliptique

,

l'ellipticité de la terre est égale, à cinq demi du rapport de la force

centrifuge à la pesanteur, moins la valeur dey : ce rapport est^i-;

l'ellipticité est donc égale à o,oo865

—

y : en substituant pour/ , sa

valeur précédente , on a -—— pour l'ellipticité de la terre
,
qui

rend un minimum, la plus grande erreur des mesures précédentes.

Déterminons par la méthode du n°. 4o^ l'ellipse la plus vraisem-

blable qui résulte de ces mesures. Si l'on ajoute les équations 1^4"),

et que l'on divise leur somme par quinze , on aura

=°>99925— z~J-°j43529 5

c'est l'équation de condition, nécessaire pour que la somme des

erreurs soit nulle. Les équations (O) du n°. 4o , deviendront

ainsi

,

— o,oo254 +y. o,45529 = #(1 )

— o,oo254 + y. 0,40777 = x^
— o,oo2i5 + y.o,5Q2.5Q= x^
— 0,00178 +y. o,55g8o= *W
— 0,00195 +^.0,53515 = (#5

)
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— o,ooo46 -f y. 0,1 2387 =3 x^

0,00027 — _y.o,o4o2 2 = a;W

o,ooo64—y . o, 1 2067 = #(8
) ( O"

)

0,00077 —,y.o,i5i43 = a^ 9)

o,ooo83 —j^.o,i4og5 = #(l0)

0,00095—y. 0,1771 5 = # ( ")

o,ooi5i — _/. 0,28778 == #(la)

0,00178 — jK'0,51580 — x (.
i3

)

0,0021 4—^.0,40949 == a;
(l4)

0,00225—^.o,4i3oo = ^' 5
)

De-là il est facile de conclure, que la suite des quantités h^\ h {'\

h{z
\ &c. , dun°. 4o, est

0,0067151 ; o,oo58886; o,oo58586; o,oo58552; o,oo58i86;

o,oo57385; 0,0066724; o,oo5447g; o,oo54255; 0,0055627;

o,oo55o57 ; 0,0062471; o,oo52584; 0,0052260; o,oo57i56.

Les équations (O") leur correspondent dans l'ordre 7, 10, 9 , 1, 5
,

2 , i5, i5, 3', 11 , 8 , 12 ,4, i4, 6 ; la somme des six premières est

plus petite que la demi-somme de toutes ces quantités , et la somme

des sept premières surpasse cette demi-somme; la septième quantité

répond à la treizième des équations (^") ; on a donc par le n°. 4o,

x^= o , et par conséquent

,

y= 0,0056724 ; z = 0,99676 ;

ce qui donne pour l'ellipticité de la terre. Cela s'accorde

d'une manière remarquable , avec l'ellipticité conclue des mesures

de France et de l'équateur. Il paroît donc par les observations du

pendule, que la terre est beaucoup moins applatie que dans le cas de

l'homogénéité , et que le rapport de ses axes ne peut pas être sup-

posé plus grand que celui de 520 à 52i
,
qui donne les pins petites

erreurs dans les longueurs précédentes. L'ellipse la plus vraisem-

blable qui résulte de ces observations , est celle dont les axes sont

dans le rapport de 535 à 356 : l'expression de la longueur du pen-

dule , est alors
,
par ce qui précède

,

0,99676+ 0,0056724. sin.
1^ ; (e)

4 étant la latitude.
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Il ne s'agit plus que de multiplier cette expression
,
par la lon-

gueur absolue du pendule à l'équateur
,
pour avoir sa longueur

absolue dans un lieu quelconque dont la latitude est 4> Bouguer a

trouvé cette longueur absolue à l'équateur, égale à ome,75g6i5;

mais il y a lieu dé penser que sa méthode donne au pendule , une

trop grande longueur
;
parce qu'à raison de l'épaisseur du fil, et

de la petite résistance qu'il oppose à sa flexion , le centre des oscil-

lations doit être un peu au-dessous du point de suspension. Borda

qui a déterminé par un moyen très-précis , la longueur du pen-

dule à secondes à l'Observatoire de Paris , l'a trouvée égale à

0^,741887. En la divisant par 0,99676+0,0056724. sin.
3

4> 4 étant

ici la latitude de l'Observatoire, on a ome,74io,o5; c'est le facteur

par lequel on doit multiplier la formule (e)
,
qui donne ainsi la

longueur absolue du pendule , dans un lieu quelconque , égale à

on,e,75g5o2+ ome,oo42o8.sin.
a
4-

Nous remarquerons ici que les mêmes anomalies que présentent

les divers degrés mesui'és depuis Dunkerque jusqu'à Barcelonne , et

dont la cause est sans doute l'irrégularité des parties de la terre , se

retrouvent dans les longueurs observées du pendule ; car Gri-

schow a observé à Pétei-sbourg et à Arensgberg , sous des latitudes

très-peu différentes entre elles , des variations dans ces longueurs
,

sensiblement plus grandes que celles qui résultent de la loi pré^

cédente de la variation du pendule de l'équateur aux pôles.

Ces anomalies de la variation de la pesanteur , disparaissent à

très-peu près , à de grandes distances
,
pour ne laisser appercevoir

que la loi de variation, proportionnelle au quarré du sinus de la

latitude. On a vu dans le n°. 55 ,
que l'expression du rayon ter-

restre étant, 4

1 + *. {YW+YW+Y^+ &c.};

l'expression de la longueur du pendule à secondes , est

ainsi , les observations de la longueur du pendule , donnant cette

longueur, à très-peu près proportionnelle à //.%• Yw est à très-peu

près égal à — h.(i^— \). La terre tournant autour d'un de ses

axes principaux , Y^ doit être
,
par le n°. 52 , de la forme
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— h.(p"— \)-\-h"

r
.(i — ^).cos.2'ar ; les observations sur le pen-

dule, nous montrent donc que h'r est très-petit relativement à h ;

elles nous apprennent encore, que Y^, ]TC4) , &c. , sont très-petits

par rapport à Y^, et qu'ainsi , on peut les négliger dans l'expres-

sion du rayon terrestre , et même dans celles delà pesanteur et de

la parallaxe ; mais , en même temps , les diverses mesures des

degrés des méridiens , indiquent que ces termes deviennent sensi-

bles dans l'expression de ces degrés , à raison de la grandeur des

coefficiens qui les multiplient dans cette expression.

4:6. Considérons présentement , Jupiter dont l'applatissement

très-sensible a été déterminé avec exactitude. Si l'on suppose

d'abord cette planète homogène , on déterminera son ellipticilé

,

par l'équation (2) du n°. 18,

9^ + aq.K3

o= — an g . tans. *. ;

vi -)- h* étant le rapport de l'axe de l'équateur à celui du pôle.

Pour conclure a. de cette équation , il faut déterminer q ; or en

nommant D la distance du quatrième satellite de Jupiter à son

centre , et T la durée de sa rotation exprimée en parties du jour
;

la force centrifuge de ce satellite sera égale à la masseM de Jupiter

,

divisée par D". Mais cette force centrifuge est à la force centri-

fuge g, due à la rotation de Jupiter, et considérée à la dislance 1

de l'axe de rotation , comme —- est à — , t étant la durée de la

rotation de Jupiter, exprimée en fraction de jour; on a donc

_ M . ï>

On a par le n°. 19, M=jk.P.(i+a*) ; partant,

g _k*.(i+k*).T :L

_

Nous supposerons avec Newton, d'après les mesures de Pound,

la distance du quatrième satellite , égale à -j.6,65 demi-diamètres

de l'équateur de la planète, ce qui donne ——-—— — ; on

a ensuite,

f=_ icur
j
4 1 577

. y_ l6'-j6830;2
j

ou
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on aura donc

çr= o,o86i45o.('i + ^v)
-,

et l'équation en * devient

,

O; 172290.^ „0=9 M z^=i (q+ DA^.ang.tang. K;

d'où l'on tire a= 0, 48 1, et par conséquent, l'axe du pôle étant pris

pour l'unité , l'axe de l'équateur est 1,10967.

Suivant les observations de Pound, rapportées par Newton

,

l'axe de l'équateur de Jupiter est 1,0771 : Short a trouvé par ses

observations , cet axe égal à 1,076g : enfin, par les mouvemens des

nœuds et des périjoves des satellites de Jupiter , on trouve 1,0747

pour ce même axe qui , comme on le verra dans la théorie des satel-

lites de Jupiter , est déterminé par ce moyen , avec beaucoup plus

de précision
,
que par les mesures directes. Ces divers résultats

concourent à faire voir que Jupiter est moins applati que dans

le cas de l'homogénéité , et qu'ainsi sa densité croît comme celle de

la terre , de la surface au centre.

On a vu dans le n°. 5o
,
que si les planètes ont été primitive-

ment fluides , comme il est naturel de le supposer; les limites de

leur ellipticité, sont ^«p et j* Py en sorte que l'axe du pôle étant 1,

l'axe de l'équateur est compris entre i4-{-*<p et i+j«f, la pre-

mière de ces limites répondant au cas de l'homogénéité ; et comme
cette limite est, par ce qui précède, 1,10967, on a \a.<p = o, 10967,

ce qui donne 1,10967 et i,o4587
,
pour les deux limites entre les-

quelles l'axe de l'équateur doit être compris ; or les axes précé-

dens , donnés , soit par les mesures directes , soit par le mouvement

des nœuds des orbes des satellites de Jupiter , sont renfermés dans

ces limites ; ainsi la théorie de la pesanteur est sur ce point, par-

faitement d'accord avec les observations.

Il suit encore du n°. 5o
,
que si Jupiter et la Terre étant supposés

fluides , leurs densités respectives à des distances de leurs centres

,

proportionnelles à leurs diamètres, sont dans un rapport constant,

la loi de leurs ellipticités sera la même ; et l'ellipticité étant l'excès

de l'axe de l'équateur sur celui du pôle pris pour unité , le rapport

des ellipticités de Jupiter et de la Terre, sera le même
,
quelle que

MÉCAtf. cél. Tome II, V



i54 MÉCANIQUE CÉLESTE,
soit la loi des densités. Or dans le cas de l'homogénéité , les ellip-

ticités sont, par ce qui précède , et par le n°. 19 , comme 0,10967

est à o,oo45544i ; en supposant donc Fellipticité de Jupiter égale

à 0,0747 , telle que la donne le mouvement des nœuds de ses satel-

lites, on aura —-— pour l'ellipticité de la terre, correspondante

à la même loi de densité. Cette ellipticité seroit ——— , si l'on adop-
028,17

toit l'ellipticité de Jupiter
,
qui résulte des mesures de Pound. Ces

divers résultats sont d'accord avec ceux que nous ont donnés les

observations du pendule 5 ainsi l'analogie de Jupiter avec la Terre,

concourt avec ces observations
,
pour nous faire voir que l'appla-

lissement du sphéroïde terrestre est au-dessous de -^ , et même au-

dessous de j^ : on verra dans le cinquième Livre, ce résultat con-

firmé par les phénomènes de la précession des équinoxes et de la

nutation de l'axe de la terre.

Nous traiterons de la ligure de la lune, dans le cinquième Livre

,

en considérant les mouvemens du sphéroïde lunaire , autour de

son centre de gravité, les seuls phénomènes qui nous donnent

quelques lumières sur cette figure trop peu différente de la sphère,

pour qu'elle puisse être déterminée par l'observation directe.
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CHAPITRE VI.

De la figure de Vanneau de Saturne.

44. L'anneau de Saturne est une couronne circulaire d'une

très-mince épaisseur , dont le centre est le même que celui de la

planète , et dont la largeur pai'oît être environ le tiers du diamètre

de Saturne , la distance du bord intérieur , à la surface de cette

planète , étant à-peu-près égale à cette largeur La surface de l'an-

neau est divisée en deux parties presqu'égales
,
par une bande

obscure qui lui est concentrique, et qui prouve que l'anneau est

formé de deux anneaux concentriques , et même d'un plus grand

nombre, si l'on s'en rapporte aux observations de Short qui assure

avoir apperçu avec un fort télescope , la surface de l'anneau

extérieur , divisée par des bandes obscures qui lui sont concentri-

ques. Nous supposerons , comme dans les recherches précédentes

,

qu'une couche infiniment mince de fluide , répandue sur la surface

de ces anneaux, y seroit en équilibre, en vertu des forces dont elle

seroit animée ; il est, en effet, contre toute vraisemblance, de

supposer que ces anneaux ne se soutiennent autour de Saturne,

que par l'adhérence de leurs molécules ; car alors leurs parties les

plus voisines de la planète , sollicitées par l'action toujours renais-

sante de la pesanteur, se seroient à lalongue, détachées des anneaux

qui par une dégradation insensible, auroient fini par se détruire
,

ainsi que tous les ouvrages de la nature
,
qui n'ont point opposé

des forces suffisantes , à l'action des causes étrangères. C'est par les

conditions de l'équilibre de ce fluide
,
que nous allons déterminer

la figure des anneaux.

On peut concevoir chaque anneau , comme produit par la révo-

lution d'une figure fermée , telle que l'ellipse , mue perpendiculai-

rement à son plan, autour du centre de Saturne, placé sur le

V 2
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prolongement de l'axe de cette figure. Nous supposerons cet axe

très-petit par rapport à la distance de son centre , à celui de la

planète. On a vu dans le n°. 1 1 du second Livre
,
que x

, y , z , étant

les trois coordonnées orthogonales d'un point attiré par un sphé-

roïde , etV étant la somme des molécules du sphéroïde, divisées

par leurs distances à ce point , on a

ddV\ / ddV
+

dx*

/ddV\ (4dV\

fddV\ x* /dV\ y
a (ddV\

Si le sphéroïde étant de révolution , l'axe des z est l'axe même de

révolution, et si l'on fait r*= x <l+yî
; /^devient fonction de z

et de r, puisque cette fonction doit rester la même
,
quand r et z

sont les mêmes ; on a donc alors

,

/ddV\_y* /dV\ x* (âcLVX

\J^)~^'\dl:
)
Jr
T>'\dF) i

l'équation précédente deviendra ainsi

,

i /dV\ fddV\ (ddV\

c'est l'équation relative au sphéroïde de révolution.

Si l'on fait ?*= a+u , u étant la distance du centre de Saturne,

au centre de la figure génératrice de l'anneau ; on aura

i 7dV\ /ddV\ (ddV\ .
,

et si l'on suppose les coordonnées uet z très-petites par rapport au

rayon , on aura à fort peu près
,

fddV\ /ddV\
o=\-dïr{jï)>

c'est l'équation relative aux cylindres d'une longueur infinie de

chaque côté de l'origine des u et des z; et l'on voit que ce cas est

à fort peu près celui de l'anneau
,
quand le point attiré est voisin

de sa surface.
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Cette équation donne en l'intégrant,

<p (u) et 4 (u) étant des fonctions arbitraires de u. On peut mettre

cette expression de u , sous la fornie suivante :

+f.(u—z. \/~^—ï-)— )/—~l • F. (u—z. \T^-\)

i

f(u) et F (u) étant des fonctions réelles de u. Si la figure géné-

ratrice du cylindre est formée de deux parties égales et semblables

de chaque côté de l'axe des u ; alox*s l'expression de V reste la

même , en y changeant le signe de z ; ainsi , l'on a dans ce cas

,

Pour déterminer la fonction f(u), il suffit de connoître la valeur

de p^, lorsque z == o , ou lorsque le point attiré est sur le prolonge-

ment de l'axe des w; et l'on verra bientôt, que la détermination

de cette fonction , se réduit aux quadratures des courbes.

La valeur de V relative aux cylindres , ne doit être considérée

que comme une approximation par rapport aux anneaux ; mais en

la substituant dans l'équation (i), il est facile d'en conclure des

valeurs de V, successivement plus approchées. Si l'on fait dans

cette équation,

u+ z.\/~^-i =s ; u— z.\/~^-i = s';

elle deviendra

_ / ddV \ _i__ [AZ£\ (dVX\
\ds ds' ) 2a-\-s-{-s'' \\ds j \ds J

)'

Soit

T^= •pr'+l.&»-+ —.?*'+ &c.
a ca

1

ci-

tions suivantes :

on aura, en comparant les puissances semblables de -, les équa-
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/ddV'\

^

\ds ds j
'

/ddV"'\
,
{(dV"\ (dV'W (s + s

1

) UdV'\ /dV'\

Ces équations donneront , en les intégrant , les valeurs de V,
V"^ &c. : pour en déterminer les fonctions arbitraires , nous sup-

poserons pour plus de simplicité
,
que la figure génératrice de

l'anneau, est égale et semblable de chaque côté de l'axe des u;

ce qui réduit à une seule , les fonctions arbitraires de chacune des

valeurs de J7~\ V", &c. Pour les obtenir , il suffira de connoître

ces valeurs , lorsque le point attiré est placé sur le prolongement

de l'axe des u. Considérons une ligne circulaire parallèle au plan

qui passant par l'axe des u , est perpendiculaire à la figure généra-

trice ; supposons que le centre de cette circonférence soit sur la

droite qui passe par le centre de Saturne, perpendiculairement à

ce plan. Nommonsy la hauteur de ce centre au-dessus de ce plan;

a+ x, le rayon de cette circonférence, et « l'angle que ce rayon

forme avec le plan de la figure génératrice qui passe par le point

attiré : soit a+ u , la distance de ce point , au centre de Saturne.

Cela posé, la somme des molécules de la circonférence, divisées

par leurs distances au point attiré , sera

(a-\-x) .d'u

A\/ (a-\-u)'1— z.(a-\-u) .(a-\-x) . cos. <sr -\- (a-\-x)'1 -{-y'Sâ

l'intégrale étant prise depuis sr= o, jusqu'à <& égal à la circonfé-

rence. Il faut ensuite multiplier cette intégrale par cly , et l'inté-

grer depuis y=— ip (x)
,
jusqu'à y= <p (x) ; y*= {? (x) }

s
étant

l'équation de la figure génératrice de l'anneau : il faut enfin, pour

avoir la valeur de V\ multiplier cette nouvelle intégrale par d

x

,

et l'intégrer depuis #=— £, jusqu'à x~k', — h et k' étant les

limites des valeurs de*. Ces diverses intégrations sont inexécutables

rigoureusement
; on peut obtenir leurs développemens en séries,

suivant les puissances de - , ce qui suffit dans la question pré-
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sente; mais comme V devient infini, dans la supposition de a
(dV\

infini , il faut au lieu de chercher ^ déterminer ( -7—
]

, dont la

valeur n'est jamais infinie. Pi est visible que l'expression de (
——

]\du )

donnera celle de (
——

J
, et par conséquent , on aura les attractions

de l'anneau
,
parallèles aux axes des u et des z.

Les dimensions de la figure génératrice des anneaux de Saturne,

sont assez petites relativement à leurs diamètres
,
pour que l'on

puisse négliger les termes divisés par a $ or si l'on substitue dans

l'intégrale précédente, au lieu de cos. -a-, sa valeur en série,

1 — f^2+ &c. , et si l'on suppose a <&=t, elle devient , en négli-

geant les termes divisés par a
,

dth\/(u-x)*+y>+t>

Sa différentielle prise par rapport à u , et divisée par du, est

(u— x).dt

-h
L'intégrale relative à -s-, devant être prise depuis <»:=o, jusqu'à

•~= 2 7T , 7r étant la demi-circonférence dont le rayon est l'unité

,

elle est évidemment la même que si on la prenoit depuis «a- =— w *

jusqu'à <sr= v; ce qui, dans le cas de a infini, revient à prendre

l'intégrale relative à t
7
depuis t=— 00 ,

jusqu'à t=<x>; et alors,

elle devient

2.(11—x)
~ (u—x)* + V

a
?

et par conséquent , on a , lorsque le point attiré est sur l'axe des u,

(dV\ rp(u— x).dy.dx f*)(x)\— (— )= 2./ 1 — = 4./d#.ang.tang. ).

\duj JJ (u—x)*+y* ^ J & ë \u—xJ

Si l'on suppose que la figure génératrice de l'anneau, est une

ellipse ; en représentant son équation par la suivante

,
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on trouvera

La valeur de — f
—-

J
relative à un point quelconque attiré , est

,

par ce qui précède

,

—f'.(u+ z. {/—r) —f'-(u— z.i/^-i) ;

f'(u) étant la différentielle def(u), divisée par du; en égalant

donc ces deux valeurs de — f
——

J
dans le cas de z= o , on aura

celle de f'(u). La valeur de — (-3-)) est

— i/^-i -f -(u+ z.\/^--i)-{-\/~=-\ .f'.(u—z.\/^-\) ;

fdV\ fdV\ .

.''.
— (-7-

J
et — f

——
J
expriment les attractions de l'anneau, paral-

lèles aux axes des u et des z , et dirigées vers le centre de la

figure génératrice
; d'où il est facile de conclure

,
que dans le cas où

cette figure est une ellipse , ces attractions sont,

2T.X

A3— I

u+z. )/^-i—\s(u+z. y^-\)*—&*.(~j^\

+ u—z.\/^—\— \r (u—z.y^—i)*—h*A—

—

u+ z. v^-i— [S (u±z,y^l) 3-k\(^p-\i

Aa—

1

Si le point attiré estàla surfacedu sphéroïde , où l'on a «'+ *s
. z a=&*;

elles deviennent

,

,• et .

k 4- 1
3

k + 1

45.
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45. Supposons maintenant, que l'anneau soit une masse fluide

homogène, et que sa figure génératrice soit une ellipse; nom-
mons a , la distance du centre de cette ellipse , à celui de Saturne

,

a étant supposé très-grand par rapport aux dimensions de l'ellipse.

Concevons que l'anneau tourne dans son plan, autour de Saturne,

et nommons g, la force centrifuge due à ce mouvement de rota-

tion, à la distance 1 de l'axe de rotation. Cette force, relativement

à la molécule de l'anneau dont les coordonnées sont u et z , sera

(a-\-u^.g; et en la multipliant par l'élément de sa direction, le pro-

duit sera (a-\-u).gdu. L'attraction de Saturne, sur la même mole-

5
cule, est , tétant la masse de Saturne; en la multipliant

' (a+ u)*+z*' l
par l'élément de sa direction

,
qui est égal à—cl. v(a + u) z + z2

, ou

aura , en négligeant les quarrés de u et de z
,

S. du aS.udu S.zdz

a1 a 3 a 3

Les attractions que la même molécule éprouve de la part de l'an-

neau, multipliées parles élémens — du, et — dz de leurs direc-

tions , donnent les produits

i-r.udu Arr.zdi
et

Présentement , la condition générale de l'équilibre, est que la somme
de tous ces produits soit nulle • on a donc

c'est l'équation différentielle de la figure génératrice de l'anneau
;

mais nous avons supposé que cette figure est une ellipse dont

l'équation est if+ tSz*= Je
1
, et dont l'équation différentielle est par

conséquent, o= udu-\-KLzdz : en comparant cette équation diffé-

rentielle , à la précédente , on aura les deux suivantes

,

g
S

4* A.

4"

S

a6

3S
~ A%

M-i û3
,

Mécan. cèl. Tome U. X
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La première de ces équations , détermine le mouvement de rota-

tion de l'anneau : la seconde détermine l'ellipticité de sa ligure

5
Génératrice. Si l'on fait e = ,• la seconde de ces équations

. 4 tt . aJ

donne
*.(k— \)

e étant positif, on voit que a doit être plus grand que l'unité.

L'axe de l'ellipse , dirigé vers Saturne, est égal à ih , et il mesure

la largeur de l'anneau : l'axe qui lui est perpendiculaire , est égal

à — , et il mesure l'épaisseur de l'anneau j cette épaisseur est donc

moindre que la largeur.

On voit ensuite, que e est nul , lorsque *.;== 1 , et lorsque k = oo
;

d'où il suit qu'à une même valeur de e, répondent deux valeurs

différentes de h mais on peut choisir la plus grande qui donne

un anneau plus applati. La valeur de e est susceptible d'un maximum
qui répond à fort peu près à k= 2,5g4. Dans ce cas , e=o,o543o26

;

cette valeur est donc la plus grande dont e soit susceptible. En dé-

signant par H, le rayon du globe de Saturne, et par p, sa moyenne

densité, celle de l'anneau étant prise pour unité ; on aura

S — jTT.f.Il /

et par conséquent

,

Ainsi , la plus grande valeur que l'on puisse supposer à p
, est

«3

0,1629078.-

La difficulté d'avoir le vrai rapport de ah R, vu la petitesse de ces

grandeurs , et l'effet de l'irradiation , ne permet pas d'évaluer exac-

tement la limite de p : en supposant —= 2, relativement à l'anneau

le plus intérieur , ce qui s'éloigne peu de la vérité : on aura f|

environ
,
pour cette limite.

L'irradiation doit considérablement augmenter la largeur appa-
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rente des anneaux dont la largeur réelle est conséquemment beau-

coup moindre : peut-être même , cette irradiation confond en un

seul, dans les meilleurs télescopes, plusieurs anneaux distincts,

de même que les télescopes moins forts nous présentent l'ensemble

des anneaux de Saturne , comme ne formant qu'un seul anneau ; on

ne peut donc établir rien de certain , sur la figure des anneaux

dont cette planète jest environnée. Nous nous contenterons d'ob-

server que la petitesse de leur largeur et de leur épaisseur , rela-

tivement à leurs distances à son centre , rend plus exacte, l'appli-

cation de la théorie précédente, à leur figure , et l'explication que

nous venons de donner , de la manière dont ces anneaux peuvent

se soutenir autour de Saturne
,
parles lobe seules de l'équilibre des

fluides.

Il est facile de déterminer la durée de la rotation de chaque

anneau , d'après la distance a , du centre de la section génératrice,

au centre de Saturne ; car la force centrifuge g, due à son mou-
5

vement de rotation , étant égale à — ; il est clair que ce mouve-

ment est le même que celui d'un satellite placé à la distance a , du

centre de Saturne; d'où il suit que la période de ce mouvement
doit être d'environ o'

our,44 , relativement à l'anneau intérieur; ce

qui est conforme à l'observation.

46. La théorie précédente subsisteroit encore , dans le cas où
l'ellipse génératrice varierait de grandeur et de position, dans

toute l'étendue de la circonférence génératrice de l'anneau qui

peut ainsi être supposé d'une largeur inégale dans ses diverses

parties; on peut même lui supposer une double courbure
,
pourvu

que toutes ces variations de grandeur et de position, ne soient

sensibles qu'à des distances d'un point quelconque donné sur sa

surface, beaucoup plus grandes que le diamètre de la section géné-

ratrice passant par ce point. Ces inégalités sont indiquées par les

apparitions et les disparitions de l'anneau de Saturne, dans les-

quelles les deux bras de l'anneau ont présenté des phénomènes

différens. J'ajoute que ces inégalités sont nécessaires pour mainte-

nir l'anneau en équilibre autour de Saturne ; car s'il étoit parfai-

tement semblable dans toutes ses parties , son équilibre serai

l

X u
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troublé par la force la plus légère , telle que l'attraction d'une

comète ou d'un satellite , et l'anneau finiroit par se précipiter sur

la surface de Saturne. Pour le faire voir, imaginons que l'anneau

soit une ligne circulaire dont r soit le rayon, et dont le centre

soit à la distance z , du centre de Saturne , supposé dans le plan

de l'anneau. Il est clair que la résultante de l'attraction de Saturne,

sur cette circonférence , sera dirigée suivant la droite z
,
qui joint

les deux centres. Si l'on nomme w, l'angle quç le rayon r forme

avec le prolongement de z,

S.d'sr

l/V1 + 2 rz. COS. V -\- z3

géra l'attraction de Saturne, sur l'élément rd™ de l'anneau , dé-

composée parallèlement à z ; l'intégrale étant prise depuis -sr=o,

jusqu'à <& égal à la circonférence , et la différentielle étant prise

,

par rapport à z. Nommons d. cette attraction ; le centre de l'an-

neau sera donc mû , comme si toute sa masse étant réunie à ce

point , il étoit sollicité par la force ^4. dirigée vers le centre de

Saturne.

En désignant par c > le nombre dont le logarithme Hyperbolique

est l'unité , on a

{ r ) { r

Soit

^+a „.co S.«W r.lïî;.*«fT,

-f.
U +

'-.^^-'Y

(,+:.,—')

ï Z <sr.«/"^-l Z 2 23r.l/^-I
l + a.-.C + *.—.«? +&C.J

\/~î-?X r r
'

on aura

i . s —îr.l/^I , z s —q.® .\/~~-\
~ —

rr— x+rf.-.c +*— -c +&C
/ z — <b .%/ —Ai r r2

Si l'on multiplie ces deux suites l'une par l'autre, et qu'après avoir
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multiplié leur produit par d™, on l'intègre depuis •sr= o", jusqu'à »

égal à la circonférence entière représentée par a»,- on aura

A =

—

-A 1 + *1
.— + «/\ —+ &c.

1/

r

a +2rz.cos. s? +** r
*-

'" l+ J

>•

d'où Ton tire

,

^4. = ^

—

. ]
na -f2a'

1.-+ &C >.

Cette quantité est négative, quel que soit z ; ainsi le centre de

Saturne repousse celui de l'anneau , et quel que soit le mouvement
relatif de ce second centre autour du premier , la courbe qu'il dé-

crit par ce mouvement , est convexe vers Saturne ; le centre de

l'anneau doit donc finir par s'éloigner de plus en plus, de celui de

la planète, jusqu'à ce que sa circonférence vienne en toucher la

surface.

Un anneau parfaitement semblable dans toutes ses parties, seroit

composé d'une infinité de circonférences pareilles à celle que nous

venons de considérer ; le centre de l'anneau seroit donc repoussé

par celui de Saturne
,
pour peu que ces deux centres cessassent de

coincider, et alors, l'anneau finiroit par se joindre à Saturne.

Les divers anneaux qui entourent le globe de Saturne, sont,

par conséquent , des solides irréguliers d'une largeur inégale dans

les différens points de leurs circonférences, en sorte que leurs

centres de gravité ne coïncident point avec leurs centres de figure.

Ces centres de gravité peuvent être considérés comme autant de

satellites qui se meuvent autour du centre de Saturne , à des dis-

tances dépendantes de l'inégalité des parties de chaque anneau

,

avec des vitesses de rotation , égales à celles de leurs anneaux

respectifs.

Dans la recherche de leurs figures , nous avons fait abstraction

de leur action mutuelle ; ce qui suppose l'intervalle qui les sépare,

assez grand
,
pour que cette action n'ait pas une influence sensible

sur leur figure. Il seroit cependant facile d'y avoir égard, et l'on

peut s'assurer aisément, que la figure génératrice de chaque anneau

seroit encore elliptique , si les anneaux étoient fort applatis, Mais
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la stabilité de leur équilibre exigeant que leur figure soit irrégu-

lière , et ces anneaux cloués de divers mouvemens de rotation

,

changeant sans cesse leur position respective ; leur action réci-

proque doit être extrêmement variable, et elle ne doit point entrer

en considération , dans la recherche de leur figure permanente.
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CHAPITRE VII.

De la figure des atmosphères des corps célestes.

4 7 . TJ N fluide rare, transparent , élastique et compressible , sou-

tenu par un corps qu'il environne , et sur lequel il pèse , est ce

que je nomme son atmosphère. Nous concevons autour de chaque

corps céleste , une pareille atmosphère dont l'existence vraisem-

blable pour tous , est relativement au soleil , à la terre , et à plu-

sieurs planètes , indiquée par les observations. A mesure que le

fluide atmosphérique s'élève au-dessus du corps , il devient de plus

en plus rare , en vertu de son ressort qui le dilate d'autant plus

qu'il est moins comprimé; mais si les parties de sa surface étoient

élastiques , il s'étendroit sans cesse , et finiroit par se dissiper dans

l'espace ; il est donc nécessaire que le ressort du fluide atmosphé-

rique diminue dans un plus grand rapport que le poids qui le

comprime , et qu'il existe un état de rareté dans lequel ce fluide

soit sans ressort. C'est dans cet état qu'il doit être à la surface de

l'atmosphère.

Toutes les couches atmosphériques doivent prendre à la longue,

un même mouvement de rotation , commun au corps qu'elles en-

vironnent ; car le frottement de ces couches les unes contre les

autres, et contre la surface du corps, doit accélérer les mouve-

mens les plus lents, et retarder les plus rapides
,
jusqu'à ce qu'il

y ait entre eux , une parfaite égalité.

A la surface de l'atmosphère , le fluide n'est retenu que par sa

pesanteur, et la figure de cette surface est telle, que la résultante

de la force centrifuge et de la force attractive du corps, lui est

perpendiculaire ; car le peu de densité de l'atmosphère permet de

négliger l'attraction de ses molécules. Déterminons cette figure
,

et pour cela, nommons /^la somme des molécules du sphéroïde

que l'atmosphère recouvre, divisées par leurs distances respec-
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tives à une molécule quelconque dM de celte atmosphère. Soit r

la distance de cette molécule , au centre de gravité du sphéroïde
;

6 l'angle que r forme avec l'axe de rotation du sphéroïde ; et ^r l'angle

que le plan mené par cet axe , et par le rayon r , fait avec un mé-

ridien fixe sur la surface du sphéroïde. Soit encore n , la vitesse

angulaire de rotation du sphéroïde ; la force centrifuge de la molé-

cule dM sera 7zY . sin. 6. L'élément de sa direction , sera d. (r. sin. S),'

ainsi , l'intégrale de cette force multipliée par l'élément de sa

direction, sera ^rcV.sin/â ; en nommant donc p, la densité de

la molécule dM , et n la pression qu'elle éprouve j on aura par

le n°. 22,

dn = constante -\-V-\-\ »*./**. sin.
4

fl j (i)
P

n étant une fonction de p.

Si le sphéroïde est peu différent d'une sphère , l'expression deV
est par les nos

. il et 3i, de cette forme,

m I/O) J7C3)

i h &C.
,

r

r

m étant la masse du sphéroïde, et Ï/W étant une fonction ration-

nelle et entière de y , Vi— /i
4
.sin.-sr, et Vi— ^-

4
.cos. sr, qui sa-

tisfait à l'équation aux différences partielles,

«M^-mim
dy J i — y.y

y étant égal k cos. 0. Si l'on substitue pour f, cette valeur, dans

l'équation (i) ; on aura l'équation de toutes les couches de même
densité de l'atmosphère.

A la surface extérieure, n= p , et si l'on néglige l'excentricité

du sphéroïde , et que l'on désigne par a. , le rapport de la force

centrifuge à la pesanteur à l'équateur et sur la surface du sphé-

roïde dont nous prendrons le rayon pour unité ; l'équation (i)

tlevient

,

2
c = —H * r • sin.* 9.

r

Eu
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2
En nommant R le rayon du pôle de l'atmosphère, on a c= —

;

partant,

2 a
. ,—-== -+*r.sm.'8.

Pour avoir le rapport des deux axes de l'atmosphère, nommons i?'

le rayon de son équateur : l'équation précédente donnera

aR =2.——.

La plus grande valeur dont R' soit susceptible , est celle qui s'étend

jusqu'au point où la force centrifuge devient égale à la pesanteur :

i R'
on a dans ce cas , — = u.R', ou ai?'

3= 1 , et par conséquent -z?=h

Ce rapport de R' à R est le plus grand qu'il est possible ; car en

faisant cf,R'
3 = î— z , z étant nécessairement positif ou zéro, on

K 3—z
aura —= .

R 2

Le rayon le plus grand de l'atmosphère, est celui de l'équateur
;

en effet, l'équation de sa surface , donne en là différentiant

,

ar3 .de .sin. é .cos. &

dr= , tt . •

i— *r\sin. a
Û

Le dénominateur de cette fraction est constamment positif; car la

force centrifuge décomposée suivant le rayon r,estégaleà a.mr. sin.
a

0j

et elle doit être moindre que la pesanteur qui est égale à — , r croit

donc avec 9, du pôle à l'équateur.

Donnons à l'équation de la surface de l'atmosphère , la forme

suivante

,

, zr 2
r- „ . ; -\ : 7 = O.

Les valeurs de r, qui conviennent au problême, doivent être posi-

tives , et telles que î— a. r
3
. sin." 9 soit plus grand que zéro ; or il ne

peut y avoir qu'une racine de cette nature ; car si l'on nomme p,

p\ p", les trois valeurs de r , données par l'équation précédente

,

et si l'on supposep etp' positifs et moindres que
;

; l'équa-

1V1ÉCAN. cél. Tome II. Y
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tion en /•, manquant de son second terme, ce qui donne p"=—p—p\
p" seroit négatif et moindre que

i
y le produit —p . p' -p

V/«.sin.
2
ô

seroit donc moindre que ,• mais par la nature des équa-

tions , ce produit doit être égal à cette quantité ; la supposition

précédente est donc impossible , et l'équation en r , n'a qu'une

racine qui satisfait au problême ; c'est-à-dire que l'atmosphère n'a

qu'une figure possible d'équilibre.

Si l'on applique ces résultats , à l'atmosphère solaire ; on voit

1°. qu'elle ne peut s'étendre que jusqu'à l'orbite d'une planète qui

circuleroit dans un temps égal à celui de la rotation de cet astre
,

c'est-à-dire, en vingt-cinq jours et demi; elle est donc fort loin

d'atteindre les orbes de Mercure et de Vénus, et l'on sait que la

lumière zodiacale s'étend beaucoup au-delà. On voit 2 . que le

rapport du petit au grand axe de cette atmosphère , ne peut être

moindre que f, et la lumière zodiacale paroît sous la forme d'une

lentille fort applatie , dont le tranchant est dans le plan de l'équa-

teur solaire. Le fluide qui nous réfléchit la lumière zodiacale, n'est

donc point l'atmosphère du soleil, et puisqu'il environne cet astre

,

il doit circuler autour de lui , suivant les mêmes loix que les pla-

nètes; c'est peut-être la cause pour laquelle il n'oppose qu'une

résistance insensible , à leurs mouvemens.



LIVRE IV.

DES OSCILLATIONS DE LA MER ET DE L'ATMOSPHERE.

.L'action du soleil et de la lune sur la mer et sur l'atmosphère

,

excite dans ces deux masses fluides, des oscillations dont il est

intéressant de déterminer la loi. Les oscillations de la mer sont

connues sous le nom de flux et reflux ; elles sont très - sensibles

dans nos ports : celles de l'atmosphère sont peu sensibles en elles-

mêmes , et peuvent être d'autant plus difficilement observées

,

qu'elles se confondent avec les vents irréguliers dont l'atmosphère

est sans cesse agitée. Nous allons considérer dans ce Livre, ces

divers mouvemens.

CHAPITRE PREMIER.

Théorie du flux et du reflux de la vier.

1, Reprenons les équations générales du mouvement de la

mer
,
que nous avons données dans le dernier Chapitre du pre-

mier Livre. Si l'on prend pour unité, le demi-petit axe de la

terre , et que l'on représente par y la profondeur de la mer, sup-

posée très-petite par rapport à ce demi-axe, y étant une fonction

de 9 et de <b , étant le complément de la latitude d'une molécule dm
,

de la surface de la mer , dans l'état d'équilibre qu'elle prendroit

sans l'action du soleil et de la lune , et w étant la longitude de la

molécule dans cet état , cette longitude étant comptée d'un méri-

dien fixe sur la terre. Soit *y , l'élévation de la molécule dm , au-

Y 2"
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dessus de cette surface d'équilibre , dans l'état de mouvement , et

supposons que par cet état, 9 se change dans Q+ au, et ^ , dans

«+ a-v ; enfin, soit n t le moyen mouvement de rotation de la terre

,

et g la pesanteur 5 on aura par le n°. 56 du premier Livre, les

deux équations suivantes,

(d.yu\ /d.yv\ \u.cosA , .

+ dv.
|
sin.

2
9. (—-^-

j+ 2 n. (—
J.

sin. 9. cos.9. [=—£•• dy+ df'fo)

les différences dj^ et d/'"'', étant uniquement relatives aux varia-

bles 9 et •s»-. La fonction a.AV-' exprime, comme on l'a vu dans le

n°. 55 du premier Livre, la somme des produits de toutes les

forces qui troublent l'état d'équilibre de la molécule dm
,
par les

élémens de leurs directions, en ne conservant que les différen-

tielles dQ et dvr. Ces forces sont d'aboixl l'action du soleil et de

la lune; on aura la partie de aàf^\ relative à cette action, en

divisant respectivement, la somme des masses du soleil et de la

lune
,
par leurs distances à la molécule dm , et en différentiant ces

quo tiens
,
par rapport aux variables 9 et v; or si l'on nomme r la

distance d'un astre L , au centre de la terre , V sa déclinaison

,

et 4 son ascension droite; sa distance à la molécule dm , sera par

le n°. 25 du troisième Livre , à très -peu près
,

Vr1— 2r. {cos. 8. sin. -^-f- sin. 9. cos. t> .cos. (nt-\-^—4)} +i î

l'angle nt+^ étant compté comme l'angle 4, de l'équinoxe du

printemps ; ainsi
,
pour avoir la partie de a. dV relative à l'action

de l'astre _, il faut différentier par rapport à 9 et à -s-, la fonction

________ L

l/V— ar. {cos. 9. sin. v + sin. fi .cos. v. cos. (nt-^- tu— -\) j -j-

i

Mais comme on suppose le centre de gravité de la terre immo-
bile , il faut transporter en sens contraire, à la molécule dm, la
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force dont ce centre est animé par l'action de L ,• et l'on a vu dans

le n°. 23 du troisième Livre
,
que cela revient à retrancher de la

fonction précédente, celle-ci,

—+— . {cos. â.siu.f+ sin. Ô.cos. f.cos. (nt+<&—4^}/

on aura donc la valeur de et dV dépendante de l'action de L , en
différentiant par rapport à S et à w , la différence de ces deux fonc-

tions , différence qui
,
par le n°. cité du troisième Livre

, peut se

développer dans une suite descendante par rapport aux puissances

de r , telle qu'en la désignant par

a.Z^ «ZCO aZ^ «ZCfl „—=- +—T- +—r- +—~ + &C.
;

r3 ,-ù r4 r5

Z^1 est une fonction rationnelle et entière de /w
, Vi— «.".sin. -a

et V\— ^".cos.-ar, du degré i, assujétie à l'équation aux différences

partielles

,

'

, f

,

, fdZ0\ ) ) /ddZU\

dfj. J i — [/.[/.

y. étant égal à cos. 0.

adP^' se compose encore de l'attraction sur la molécule dm , de

la couche aqueuse dont le rayon intérieur étant l'unité , le rayon

extérieur est i + ày , et il est facile de voir que pour la détermi-

ner , il faut diviser chacune des molécules de la couche
,
par sa

distance à la molécule dm , et différentiel la somme de ces quo-

tiens , relativement à 8 et -sr. Il faut de plus , transporter en sens

contraire , à la molécule , l'action de cette couche, sur le centre de

gravité de la terre; mais il est visible que ce centre ne changeant

point par l'attraction et par la pression des diverses parties de la

terre , cette action doit être ici négligée.

1, Considérons d'abord le cas dans lequel la terre n'auroit

point de mouvement de rotation, et où l'on auroit par conséquent,

tî= o; supposons de plus , la terre sphérique, et la profondeur y

de la mer , égale à une constante lj et déterminons les oscillations
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que doit y exciter l'action du soleil et de la lune. L'équation (1)

du n°. précédent, devient, en y faisant cos.9=^ et >==/,

l V dp ) \dv) }

l'équation (2) devient,

, s.(^)+ ,,. ri_,. ;.(^)
= ^.(|).(*).,s_

ff.(^).^

or on a (—-\=— l/"i—y**/ on aura donc, en comparant les

coefficiens de dd et de cl™
,

fdy\ /£T\

^di 1

/ 1—^ î—W
partant

,

cl

dp- y (
rf/*

J (
dp

J

I \dt'J i VlW . Wfl/.

L'expression précédente de j.}
donne

( , /ddu\ ,• ^ f , /ddv\

\. dp J v dtn

on aura donc

,
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d jj. 1—y.fj.

(3)
dp. J 1—>/</*

Pour intégrer cette équation , nous ferons

y = 7W+7W+7W+ yW'j. &c.
;

r (o)
,
1^'), rW, &c. , étant des fonctions rationnelles et entières

de/*, ki— pS.sin.'ér, et n—/x'.cos. "s-, telle que l'on a généra-

lement
,

a/* } 1 — /*/*

La partie de ^>*'' relative à la couche sphérique fluide dont le rayon

intérieur est l'unité, et dont le rayon extérieur est i + a^r, sera

par le n°. i4 du troisième Livre, en prenant pour unité de densité,

la densité de la mer

,

47r.{rw+j.r^+|.rw+y.r^+&c.}
?

t étant le rapport de la demi-circonférence au rayon. Nommons f

la moyenne densité de la terre entière ; nous aurons g=~^p
i
et

%
par conséquent , 4 v= —

.

P

Il résulte du n°. précédent, que la partie de aP^', relative à

l'action du soleil et de la lune , et généralement à l'action d'un

nombre quelconque d'astres attirans
,
peut se développer dans une

suite de la forme

ct.U^ + *.U^+ *.17W+*.UW+ &c.;

Z/W étant une fonction rationnelle et entière de l'ordre i , en p.
t
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V i — /n

a.sin.*, et V 1— ^".cos.'sr, qui satisfait à l'équation aux

différences partielles

,

o=w^<r))î m)+ v
'- + i.(i+i).U®j

djj. j i

—

y.[/.

cela posé, si l'on substitue pour y et frt
- ces valeurs clans l'équa-

tion ( 5 )
• la comparaison des fonctions semblables U^ et Y*-

1
)

donnera

Supposons pour abréger

i.(i+i)..lg
r.{(ai+i].t~5}=*.'ïj

(Q,i+lJ.p

î'équation différentielle précédente donnera en l'intégrant

,

./.sin. hit.fU^Kdt. cos.

h

t i

. I. cos. fy t.fU
{i)

. dt. sin. M'i
'H

M^ et iV (^ étant des fonctions rationnelles et entières de (*,.$

V 1— /^.sin.w, et vi— ^.'.cos.'s-, qui satisfont aux équations à

différences partielles

,

C dp. ) i — y-ft

L'équation
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L'équation différentielle en Y^ donne en y supposant i=o
,

{ —5——
J
= o , et par conséquent,

l'équation

donnera donc

,

jK = /.Jf(°).*+/.ry(°)+ /.jJf(').sin.\£+Z.A
T(,)

.cos. M
+ Z.JfW.sin.M4-/.A7 W.cos.M

+/.JfW.sin.M+Z.JV (i>.ços.M

+ &c.

H

—

.sin.^t.fU'-^dt.cos. a
s £

G l
• .cos.Aa t.fU^dt. sm. %£

^5

4-
?

. sin. A; t.fU^dt. cos. A; #

. cos. *
£ t.fU&dt.sm. k t

'+ &c.

On déterminera les fonctions N^°\ N"^ , N^\ &c. , au moyen de

la figure initiale du fluide, et les fonctions M{0
\ M { '\ M^\ &c,

au moyen de sa vitesse initiale ; ainsi, l'expression précédente dej'

embrassant toutes les figures et toutes les vitesses dont le fluide est

susceptible , elle a toute la généralité que l'on peut désirer.

Si la quantité M (o
) n'étoit pas constante, la valeur àey iroit en

croissant sans cesse, et l'équilibre ne seroit pas ferme, quel que fût

d'ailleurs le rapport de la densité du fluide , à celle de la sphère

qu'il recouvre. Mais il est facile de s'assurer que les quantités M^~>

et N^ sont nulles
,
par cela seul que la masse fluide est constante.

Cette condition donne fyd(j.. d™= o , l'intégrale étant prise depuis

ft=— 1, jusqu'à f*= 1 , et depuis ^= 0, jusqu'à sr=;2'7rj or on

a généralement par le n°. 12 du troisième Livre,

fYU.U(i'Kdy..dv = o,

Mécan. cÈh. Tome II. Z



.i 7 8 MÉCANIQUE CÉLESTE,
lorsque i etY sont des nombres différens ; on aura donc

ainsi eu égalant cette quantité à zéro, on aura ilf (0)=o, et

Il suit de-là
,
que la stabilité de l'équilibre du fluide , dépend du

signe des quantités a,
2
, Aa% &c. ; car si l'une de ces quantités , telle

que A;
2
, est négative , le sinus et le cosinus de l'angle K L t } se chan-

gent en exponentielles, et ils se changent en arcs de cercle, si

Aj
2=o. Dans ces deux cas , la valeur de y cesse d'être périodique

,

condition nécessaire pour la stabilité de l'équilibre, a2
^ étant égal

à . {(21 + 1).
p
—5 } , cette quantité ne peut être positive que

3
dans le cas où l'on af> ——- , z étant un nombre entier positif

égal ou plus grand que l'unité 5 il faut donc pour la stabilité de

l'équilibre, que cette condition soit remplie pour toutes les valeurs

de i , et cela ne peut avoir lieu
,
qu'autant que l'on af > 1, c'est-à-

dire que la densité du noyau doit surpasser celle du fluide. Voilà

donc la condition générale de la stabilité de l'équilibre, condition

qui, si elle est remplie, rend l'équilibre ferme, quel que soit

l'ébranlement primitif; mais qui , si elle ne l'est pas , fait dépendre

la stabilité de l'équilibre , de la nature de cet ébranlement.

Si par exemple , l'ébranlement primitif est tel que le centre

de gravité du fluide coincide avec celui du noyau qu'il recouvre
,

et n'ait aucun mouvement par rapport à lui , dans le premier ins-

AZycoN
tant; alors Y^ et (

—— J seront nuls au premier instant, puis-

que cette coïncidence ne dépend que de la valeur de Y^ , comme
on l'a vu dans le n°. 5i du troisième Livre ; cette valeur sera donc

nulle à tous les instans , et par conséquent , le centre de gravité du
fluide coincidera toujours avec celui du noyau. Dans ce cas , la

stabilité de l'équilibre dépend du signe de a
2
(2

), et pour que cette

quantité soit positive, il suffit que l'on ait p > y-

La valeur dey donne immédiatement celles de u et de y $ en effet,

l'équation

\dr J~~
b

\dy.J
r

\d^J'
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donne

(^l)= ï . l/T=v.^.(.-
(

-^-
f
).(~)-(^)},

le signe des intégrales finies s , se rapportant à toutes les valeurs

entières positives de i, en y comprenant la valeur i= o ; mais on

a par ce qui précède
,

,J, Ë_) YV-U«= 1— f^Y-
partant

,

ddYw
ddu *A— h' )&-i—;—=— 2.-—

:

rO \ dt
de 1.(1+1). 1 ( j^j

d'où l'on tire,

u= G+H.t—z.
:jj\~dir)>i.(i+i

G etH étant des fonctions arbitraires de p et de &. On trouvera de

la même manière

,

v = X+Z,.£+S.—7-

i.(i+l).l.(l

K et L étant des fonctions de p et de <*
, dépendantes des fonctions

G et iï" : en effet, si dans l'équation

^F£S}i*££>.
on substitue au lieu de j>- , w et *> , leurs valeurs précédentes ; on

aura en comparant séparément les termes multipliés par t
:
et ceux

qui en sont indépendans

,

\ djj. J \d <sr/

/d.H\/T^P\ /dL\
°-\ dj~~)~ \dZ)>'

en sorte qu'en vertu des valeurs u=G+H.t , p= K+L.t, la

surface du fluide resteroit toujours sphérique. Pour concevoir les

mouvemens du fluide, dans cette hypothèse; imaginons qu'il ait un

très-petit mouvement de rotation , de l'ordre a, } autour de l'axe du
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sphéroïde; la figure spliérique du fluide n'en sera altérée que d'une

quantité très-petite du second ordre
;
puisque la force centrifuge

ne sera que de l'ordre a* : dans ce cas , on aura u == o , et

v= qt. Vi— ("*, q étant un coefficient indépendant de y. et de m ;

mais on peut concevoir le fluide tournant autour de tout autre

axe, et de plus, ces mouvemens étant supposés fort petits, le

fluide mû en vertu d'un nombre quelconque de mouvemens sem-

blables , conservera toujours , aux quantités près du second ordre

,

sa figure spliérique. Tous ces mouvemens sont compris dans les

formules

,

u = G+H.t; v— K+L.t;

G, H, K, L, étant des fonctions de y. et de <sr, qui ont entre

elles , les relations précédentes. Ces mouvemens ne nuisent point à

la stabilité de l'équilibre; d'ailleurs , ils doivent être bientôt anéan-

tis par les frottemens et les résistances de tout genre
,
que le fluide

éprouve.

Ô. Considérons présentement le cas de la nature, dans lequel

le sphéroïde qui recouvre la mer, a un mouvement de rotation.

L'équation (i) du n°. 1 , se transforme dans celle-ci,

i m

L'équation (-2) du même n°. donne les deux suivantes

\dt*J \dtj v/i— /*• 1-M2 i—^ '

L'intégration générale de ces équations
,
présente beaucoup de

difficultés : nous nous bornerons ici, à un cas fort étendu, celui

dans lequel y est une fonction de y. sans <w, et nous ferons

y =<3.COS. (it-\-Sir-{-*) 3

u = è.cos. (it+sw+ i);

V = c.sin. (it-^-sw+t)

;

Vy— —= a'.cos. (it+sw+ i) ;
fa
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a, b, c, a étant des fonctions rationnelles de y. et de V 1—^-%

et s étant un nombre entier. En substituant ces valeurs dans les

équations {^) et (B), nous aurons,

a=
{ dï )- SyC >

/ fda'\ t/
-

î
2.i+2 72iC./^. V 1—f*

s = — g.[ j— ). V 1— /** ;

Ces deux dernières équations donnent

,

(^a'\ , 2.1128
,

i

c=
m? /da'\ s ,

-j^.\— \.y-.(\—^)—-gsa

En substituant ces valeurs de b et de c , dans la première, et faisant

pour abréger

,

yZ—r
''»»— 4n»l*».

'

on aura

a= ê-.^f-{T
f

' //a -(^)' ri~^;
}

«?/*

2;

+
i.

îngs.pz (ans , fda'\ ") s * .ez.a'.fi*—Ân*u*) ,,

-^t i • .Uns fda'\
Nous observerons ici que si ~~.^a— f— j. (\— y.y.) est divisible

par i*— 4 nV%- le second membre de cette équation n'aura point à

son dénominateur , la fonction i
2— 4 tz>.

2
.

L'équation (4) renferme ce que nous avons démontré dans le

n°. précédent , sur le cas de n = o , et de y égal à une constante l

;

l

car alors , on a z= — , ce qui change cette équation dans la sui-

vante ,
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*»=**•{
d
'{

(l-^-(^)} *A (5)

Supposons que a.cos. (it+s-v) satisfasse pour Y^\ à l'équation

aux différences partielles

,

lu. J
+

l

la partie de a'.cos. (it+sn), due à l'attraction d'une couche

aqueuse dont le rayon intérieur est 1 , et le rayon extérieur est

i + ay, sera par le n°. précédent, — -— — .a.cos. ( it+ s « )

,

3 a . ,

ou — r~F~,—;

—

.cos.(it+s&) , a cause de g=jv.p. En suppo-
(af+l).p ° rr

sant donc nulle , la partie de a' correspondante à l'action des

astres , on aura

a'~
1
*~

/ j-l S
\' a >

l (zf+ ip? J

or l'équation aux différences partielles en Y^f> donne
,

O:

l'équation (5) donnera donc

Les nombres s et f étant arbitraires , il est clair que l'on aura la

partie de y ,
qui est indépendante de l'action des astres , en réu-

nissant toutes les valeurs de a.cos. (it+sv) correspondantes aux

diverses valeurs que l'on peut donner à ces nombres.

Pour avoir la partie de y, qui dépend de l'action des astres

,

nommons e.cos. (it+ STa)
, un terme de l'expression deV relatif

à cette action, et tel qu'il satisfasse pour Y^\k l'équation précé-

dente aux différences partielles en Y^j on aura alors,

( 5 \ *

\ (*f+*)•?/ S
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l'équation (5) donnera donc

ï.a= lg.f. (f+ i).(i—
(af^ i; J .a—/. (f+i).le ;

et par conséquent

,

f.(f+i).le

/.r/+i;.(i- i
2

r»/+ »;}•;

on aura ainsi , la partie de y ,
qui dépend de l'action des astres

,

et il est aisé de voir que ces résultats coïncident avec ceux du

n°. précédent.

4. L'intégration de l'équation (4) dans le cas général où n
n'est pas nul , et où la mer a une profondeur variable , surpasse

les forces de l'analyse ; mais pour déterminer les oscillations de

l'océan , il n'est pas nécessaire de l'intégrer généralement, il suffit

d'y satisfaire ; car il est clair que la partie des oscillations
,
qui

dépend de l'état primitif de la mer , a dû bientôt disparoître par

les résistances de tout genre, que les eaux de la mer éprouvent

dans leurs mouvemens ; en sorte que sans l'action du soleil et de la

lune , la mer seroit depuis long-temps parvenue à un état perma-
nent d'équilibre : l'action de ces deux astres, l'en écarte sans cesse,

et il nous suffit de connoître les oscillations qui en dépendent.

t étant la distance au centre de la terre , d'un astre L ; la partie

de aV relative à son action sur une molécule fluide, et déve-

loppée suivant les puissances de - , sera par le n°. i , en négligeant

les quatrièmes puissances

,

3L f 1—
. [cos. fl.sin. p+ sinJ .cos. p .cos. (n t + ^— ^)] *— } L-

2i

OU

— . (sin.V— j.cos.V} . {i + o.cos.2 9}

SL '.'-.

H—— -sin. 9. cos. 9.sm. v.cos.v. cos. (nt-\-i*— -\.)

3L
-f
—-.svn.

29.cos.V.cos.2 (nt+ ^— 4)-

Les quantités r, v et 4 variant avec une grande lenteur
,
par rap-
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port au mouvement de rotation de la terre ; les trois termes précé-

dens donnent lieu à trois espèces différentes d'oscillations. Les

périodes des oscillations de la première espèce sont fort longues
;

elles sont indépendantes du mouvement de rotation de la terre , et

ne dépendent que du mouvement de l'astre h dans son orbite. Les

périodes des oscillations de la seconde espèce , dépendent princi-

palement du mouvement de rotation n t , de la terre; elles sont d'un

jour à-peu-près : enfin , les périodes des oscillations de la troisième

espèce , dépendent principalement de l'angle snt; elles sont d'en-

viron un demi-jour. L'équation (4) du n°. précédent, étant diffé-

rentielle linéaire ; il en résulte que ces trois espèces d'oscillations se

mêlent sans se confondre ; nous pouvons donc les considérer sépa-

rément.

Des oscillations de la première espèce.

0. Nous supposerons dans ces recherches
,
que le sphéroïde

recouvert par la mer , est un ellipsoïde de révolution , ce qui est

l'hypothèse la plus naturelle et la plus simple que l'on puisse

adopter. Dans ce cas , l'expression y de la profondeur de la mer

,

est de la forme l.(i— qp") , et l'on a

Reprenons l'équation (4) du n°. 5. Les oscillations de la première

espèce , ne dépendant point de l'angle &, on doit faire 5= o , dans

cette équation. Supposons que l'on ait

c= p(o)+pW+ p(.|)+ p(f) +P(»/> y

p(0
3
pW

(
&c. , étant des fonctions de /**, qui satisfont, quel que

soit f, à l'équation aux différences partielles

,

f , /dPW)\ï

= —!
V " " + 3f.(2f+ O.PW.

La partie de a' relative à y et à l'action de la couche aqueuse dont

le rayon intérieur est l'unité , et dont le rayon extérieur est î + &y,

sera par ce qui précède

,

La
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La partie de a' relative à l'action des astres , ne produit que des

quantités de la forme P^ ; car la fonction i + 5.cos. 2 fl, qui la

multiplie par le n°. précédent, est égale à 6.(V*

—

\) , et il est

facile de voir que cette dernière fonction est de la forme Pw.

Cela posé ; si l'on substitue au lieu de a et de a! leurs valeui's dans

l'équation (4) du n°. 5, et si l'on détermine les arbitraires de

p(°>
}
p(0

}
&c.

}
(je manière que la fonction (—

j . ( 1— p y. ) soit

divisible par i
2— 47zV% ce qui donne une équation de condition

entre ces arbitraires ; alors la puissance de ^ , la plus élevée dans

chaque membre de cette équation , sera /W, et en comparant les

coefîîciens des diverses puissances de /w°, on &xxva.f-\- 1 équations de

condition, qui réunies à la précédente , formeront f+2 équations

de condition. Mais les arbitraires de la fonctionP(°>+PW+Pw+&c,
sont au nombref+ 1 ; en y joignant l'indéterminée q, on aura^+ 2

indéterminées qui pourront satisfaire à ces équations de condi-

tion ; on pourra donc ainsi satisfaire à l'équation ( 4) ,
pour une loi

déterminée de la profondeur de la mer. On aura cette loi , en ob-

servant que si l'on désigne par Q.^f , le terme de a , le plus élevé

en y. ; le coefficient de //.
2/_1 dans la fonction — (

-— ) . ( 1 — y y. ) ,

divisée par i*— 4in*p*, sera

^'V^uf+v.p'Hit'(4f+
d'où il suit que le coefficient de y.*f, dans le second membre de

l'équation (4), sera

J
1 (4f+i)-p) *?

En l'égalant au coefficient Q de \?f dans le premier membre , on

aura

2 71*

~TTJq

f-^^-ûihrX 1*

en supposant donc la profondeur de la mer, égale à / moins le

produit de l^ par cette valeur de q ; on aura par l'analyse précé-

dente , les oscillations de la première espèce.

Mécan. cél,. Tome II. A a
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— est le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à l'équateur,
ë

rapport égal à ~. En prenant pour r un assez grand nombre, tel

que douze ou quatorze, le coefficient de y? sera assez petit, pour

pouvoir être négligé , et alors la profondeur de la mer sera à très-

peu près constante ; on aura donc ainsi , d'une manière fort appro-

chée , les oscillations de la mer , dans le cas où sa profondeur est

par-tout la même.

6. La valeur de c du n°. 5, est très-grande dans les oscillations

de la première espèce , à cause du diviseur i, qui affecte plusieurs

de ses termes. Si l'on développe la partie

—-. (sin.V—^.cos.V. } .(i + 5. cos. a 8J.
4 r3

de l'action de la lune
,
qui produit les oscillations de la première

espèce , en sinus et cosinus d'angles croissans proportionnellement

au temps; que l'on désigne par a.k.(\ + 3. cos. 2 Q).cos.(it+^4), un
terme quelconque de ce développement ; k sera multiplié par la

tangente de l'inclinaison de l'orbe lunaire , à l'écliptique, dans le

terme où it sera le moyen mouvement des nœuds de l'orbite

lunaire ; mais à raison de la petitesse de i , ce terme sera très-consi-

dérable et le plus grand de tous ceux qui entrent dans l'expression

de c.

Nous devons cependant faire ici une observation importante.

Les résistances que les eaux de la mer éprouvent , doivent con-

sidérablement diminuer les oscillations de cette espèce , et leur

laisser très-peu d'étendue. Pour le faire voir, supposons la résis-

tance proportionnelle à la vitesse , et nommons C le coefficient de

cette résistance. Les deux équations dans lesquelles se partage

l'équation (2) du n°. 1, seront alors,

1-

car il est clair que la résistance doit ajouter aux deux premiers
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membres de ces équ ations , les termes G. (—
J
et G. (—

J
: l'équa-

tion (1) du n°. 1, subsistera toujours.

Nous ne considérerons ici
,
que les termes dépendans de l'an-

gle ït, dans lesquels le coefficient i est très -petit, et beaucoup

• -, -.^ /ddu\ /ddv\
moindre que G. Dans ce cas , ( -j-^- 1 et ( -j-j-

J
peuvent être negh-

, , / du\ ( dv \
ges par rapport a GA —

J
et G. (

—-
J,

et comme ces termes sont

indépendans de l'angle w , la dernière des équations précédentes

donnera

/du\
2n!X

\dt,u,
(:ir,)

=0;

et l'avant-dernière deviendra

,

Cette équation doit être combinée avec celle-ci,

(d.yu. \/ 1—^A?={—^ }
Si l'on néglige les quantités de l'ordre i , l'équation (J) donne

°=«--(|-)-(4f)--
ou

gy—f=o;
partant

,

V.d,,.

•A
Cette valeur de u substituée dans l'équation (/) , donnera une-

valeur plus approchée de gy— J^' j mais on peut s'en tenir à la

première approximation.

La partie deV relative à l'action de l'astre L, est de la forme

lc.(\ + 5 . cos. 2 9J . cos. (it-\-s4), ou6£.(VB— y,). cos. (it-\-A). Soit

Q . (V— j) • cos. (it+ *d) , la partie correspondante dey ; la partie

correspondante de T^\ due à l'action de la couche aqueuse dont

Aa 2
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le rayon intérieur étant 1 , le rayon extérieur est 1 + <*.y ,

sera

3— . Q . ((S— j) . cos. (i t+ A-) ; l'équation gy—K'— o ,
donnera

b.p

donc

d'où l'on tire,

et par conséquent

,

Gdk.d.s— ^).cos.(it+ A)
a.y=

g (^)
La somme de tous les termes *£.cos. (it+ ^4) , étant égale h

— . {sin.V— ^.cos.V} ; la valeur entière de *y , relative aux

oscillations de la première espèce , dues à l'action de l'astre L
,

sera donc
v

L. {sin.V— |.cos. a
i'} .fi-f 3.cos. 2 0J

^'K1-
^)

Cette valeur est celle qui auroit lieu , si v et s étoient rigoureuse-

ment constans , et si le fluide prenoit à chaque instant la figure

, _, .,
.' fdu\ /dv\ .

qui convient a 1 état d équilibre ; car ( — 1 et [ — 1 étant nuls

dans le cas de l'équilibre, les équations différentielles en u e\v,.

se réduisent à celle-ci, o = gy— f' ; on peut donc, lorsque les

variations de r et de v sont très-lentes , déterminer les oscillations

de la première espèce , comme si le fluide se mettoit à chaque

instant en équilibre , sous l'action de l'astre qui l'attire : l'erreur

est d'autant moindre, que l'astre se meut avec plus de lenteur
;

elle est par conséquent, insensible pour le soleil. Elle peut être

sensible pour la lune , à cause de la rapidité de son mouvement
dans son orbite ; mais comme les oscillations de la première espèce

sont très- petites par les observations, on pourra employer pour

la lune elle-même , la valeur précédente de *y.
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Quoique nous soyons parvenus à ces résultats , dans la supposi-

tion d'une résistance proportionnelle à la vitesse , il est clair qu'ils

ont lieu
,
quelle que soit la loi de la résistance. En général , on peut

les adopter sans erreur sensible, toutes les fois que le fluide dérangé

de son état d'équilibre, reviendroit en vertu de la résistance qu'il

éprouve, à cet état, dans un temps moindre que celui d'une révor

lution de l'astre.

Des oscillations de la seconde espèce*

7 . La partie de l'action de l'astre L
,
qui produit ces oscilla-

tions, est par le n°. 4, égale à

3 L—— .sin.^.cos.-f .sin. Ô.cos.Ô.cos. (nt-\-™— it).
r3

Le développement de cette fonction , en sinus et cosinus d'an-

gles proportionnels au temps , donne une suite de termes de la

forme a.k.y-.v\— j"
2
.cos. (it-\-^—^4) , i étant fort peu différent

de n, à cause de la lenteur du mouvement de l'astre
,
par rapport

au mouvement de rotation de la terre. Reprenons maintenant,

l'équation (4) du n°. 3, en y supposant s= i et

supposons de plus
,
que a soit exprimé par la suite

,

r. Vï^is. {pw+pw+pw +pV-*j}
s

PC), PW, &c. , étant des fonctions de /*% telles qu'en désignant

par Y{ *f"> la fonction p. Vi— f.
2 .P(2^, on ait, quel que soit/,

)d.\(i—jS).[—: )\( Vun

L d{j. > 1

—

y? *V J

La partie de a' relative à l'action de la couche aqueuse dont le

rayon intérieur étant l'unité, le rayon extérieur est i + «j, sera

par ce qui précède

,

3^.yi-^
fj,PW+|.pW+ 1V.P(4) + * i^/-2

)].
l 47+ 1

.1
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la partie de a relative à l'action de l'astre L

}
est ./*. V- 1

—

y.'

,

on aura donc

,

'
S

Supposons que les constantes indéterminées qui multiplient cha-

cune des fonctions P(o)

,
PW, &c. , soient telles que la fonction

— .y-d— f-— J.fi

—

(S) soit divisible par i
2— 4rcV% ce qui ne

demande qu'une seule équation de condition entre ces indétermi-

nées; alors le second membre de l'équation (4) n'aura plus de

dénominateur ; car en ne considérant dans ce second membre
,

que les termes qui ont V 1

—

^ pour diviseur, et supposant

a'= F[jl. V. 1

—

y-*, F étant une fonction rationnelle et entière de y-'";

les trois parties de ce second membre deviennent

,

,3 F (it—^^l.gz.pF

\l J t/i—v.» l \ l / l/l—

w

2y \—

p

a i \i J j/\—it? i*.yi—p.2

ou gz.(/..F.Vi— f*
a
i d'où il suit que ce second membre n'a point

V i—//% au dénominateur. En substituant donc dans cette équa-

tion
,
pour a et a leurs valeurs , et en la divisant par y. V î— f*

2
»

la comparaison des puissances semblables de ^t, donnera/" équa-

tions de condition
,
qui réunies à la précédente , formeront f+ 1

équations de condition à satisfaire ; mais le nombre des indétermi-

nées, en y comprenant q , esty+i; on aura donc autant d'indéter-

minées que d'équations.

Pour avoir la valeur de q, désignons par Q .
y-^" 1

. V 1

—

p*, le

terme de l'expression de a , le plus élevé en y- ; le terme semblable

de l'expression de a! sera

ce qui donne
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pour le terme semblable du second membre de l'équation (4) : eu

l'égalant au terme correspondant de a, on aura

27I1

q=-

ainsi la profondeur de la mer étant supposée égale à

2r.fi 1

on pourra déterminer par l'analyse précédente , les oscillations de

la seconde espèce.

Cette loi de profondeur dépend de la valeur de i, et par consé-

quent , elle n'est pas la même pour tous les termes dans lesquels

l'action de l'astre peut se développer; cependant cette identité est

indispensable pour qu'une loi de profondeur puisse être admise.

Mais on doit observer que i étant peu différent de n , on peut

supposer ici -.= 1 3 et alors la loi précédente de profondeur de

la mer, devient indépendante de i ; elle est même à très-peu près

égale à celle que nous avons trouvée dans le n°. précédent
,
pour les

oscillations de la première espèce , si f est assez grand pour que

Ton puisse négliger - vis-à-vis de 2/^ +f.

8. La considération de i à fort peu près égal à n, nous con»

duit à une expression de a très-simple et fort remarquable , en ce

qu'elle donne l'explication d'un des principaux phénomènes des

marées. Si l'on fait i= n , on a

z=
ri>-.(i—\u.*)

Supposons maintenant, dans l'équation (4) du n°. 5, 5=1 , i= n

et a= Qp. V \— ft
a

, Q étant un coefficient indépendant de p; on

«aura par ce qui précède

,
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5

ce qui donne

an , (da\ (1—4^) ,

le second membre de l'équation (4) se réduit ainsi, au terme

3.1g. ad
,

. , .——— . En égalant cette quantité , -au premier membre , ou a la

valeur supposée pour a, on aura

Q = *JS5.( *).Q- aJl. kt

d'où l'on tire

,

Q =
,/« r«-(i^)""n"

Lapartie de ^correspondante auterme a£.sin.9.cos.â.cos.(7i+'tf--^)

sera donc

,

2 Z^.sin. ô .cos .9

:Z^'(1~^)~ rea

,a.£.COS.(it+ '&— A) }

mais la somme des termes ayfc.cos. (it-\"n— *d) est, par ce qui

précède , le développement de la fonction

^-.Slll. f.COS. f.COS. (nt+ tr— +) ;

on aura donc pour la partie entière de a.y, relative aux oscillations

de la seconde espèce,

o t

-— ./y.sin. fl.cos. 9-sin.-p.cos. p.cos. (nt-b-™— 4-)

^si-^-£)-^
et cette valeur a lieu généralement

,
quel que soit q, c'est-à-dire

,

quelle que soit la loi de la profondeur de la mer, pourvu que le

sphéroïde qu'elle recouvre soit un ellipsoïde de révolution.

La différence des deux marées d'un même jour, dépend des

oscillations de la seconde espèce. En effet, lorsque l'astre L passe

au méridien supérieur de la molécule, on a nt+<n— 4= 0, et

lorsqu'il passe au méridien inférieur, on a nt-\-^— 4 = 200°;

ainsi
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ainsi l'excès de la marée dans le premier cas, sur la marée dans

le second cas , est

12. L ... A .

. lq . sin. 9 . cos. 9 . sm. pcos. p

Les observations faites dans nos ports, nous montrent que cette

différence est très- petite; ce qui suppose lq très-petit par rapport

à — : cette supposition donne ainsi, une explication fort simple

de ce phénomène. Dans ce cas , le dénominateur de la fraction

précédente est négatif , et si , comme les observations semblent

l'indiquer , la marée supérieure l'emporte sur la marée inférieure,

lq est une quantité négative , et la mer est un peu plus profonde

aux pôles qu'à l'équateur. Mais cette conséquence est subordonnée

à 1'bypoflièse d'un fluide répandu régulièrement sur la surface d'un

ellipsoïde de révolution , ce qui n'est point le cas de la nature.

Si l'on substitue pour Q, sa valeur dans l'expression de a',- on

aura
n*k i/ ;

„'_ ë
a =•

Cette valeur substituée dans les expressions de b et de c, du n*. 5
j

donne en supposant s= i et i— n
,

—k
b=

€=

2/s-?-(1-^)-»''

{"«•(H,)—"}-^
d'où il suit que la partie de au , relative ans oscillations de la

seconde espèce, est

3L—— .sin.v.cos. p. cos. (nt+n— -i)

Mécan. cél. Tome IL Bb
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et que la partie de a. v , relative aux mêmes oscillations, est

3L co=J .—-. . sin. v . cos. ^. cos. (nt+'à—4/
Ts sin. 3

Des oscillations de la troisième espèce.

O. La partie de l'action de l'astre L, qui produit ces oscilla-

tions , est par le n°. 4 , égale à

3L . .—— . sin.
2
3. cos.2 v . cos. 2 (n t+v—4 ).

4 r 3

Le développement de cette fonction , en cosinus d'angles croissans

proportionnellement au temps , donne une suite de termes de la

forme *£.sin.
a
5. cos. (it+av—^), i étant peu différent de 2n.

Reprenons maintenant l'équation (4) du n°. 5 , en y supposant

3=2, et

i'
J-—4n 2^'

Supposons de plus que a soit exprimé par la suite
,

(1—^). {PW+PW +PW + p('/-)}
;

P' 0)
,
PW, &c. , étant des fonctions rationnelles et entières de p.\

telles qu'en désignant par Ï"W), la fonction (1— p*).PW~''\ on

art

,

^ \ î—pp
+ af.(2f+i).YW

La partie de a' relative à l'action de la couche aqueuse dont le

rayon intérieur étant l'unité, le rayon extérieur est i+ay, sera

par ce qui précède
,

_^Z^lZ(i. p(o)+ ViPW+ - .pco + ' iP (
S/-.) ].

p l 4/>i J
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k
La partie de a relative à l'action de l'astre L , est . (1

—

£}; on

aura donc,

^ g

Supposons que les constantes indéterminées qui multiplient

chacune des fonctions Pio)
, P^ , &c. , soient telles que la fonc-

tion —.y-a — ( — \.(i— p*) soit divisible par z
2— 4/zV, ce qui

ne demande qu'une seule équation de condition entre ces indé-

terminées; alors le second membre de l'équation (4) n'aura plus

de dénominateur; de plus, il sera divisible par 1— «% comme le

premier; car en supposant a = (i— p*).F, et ne considérant que

les termes qui ne sont point divisibles par 1— j**, les trois parties

de ce second membre , deviennent

ou 4.('i

—

i>?).gzF; et par conséquent leur somme est divisible

par 1

—

p*. En substituant pour a et a, leurs valeurs précédentes

dans l'équation (4) , et en la divisant par î— /*%• la comparaison

des coefficiens des puissances de y, donnera/"équations, qui réunies

à la précédente , formeront f+ î équations de condition à satis-

faire : le nombre des indéterminées , en y comprenant q , est pa-

reillement jf+ 1 ; on aura donc autant d'indéterminées que d'équa-

tions.

Pour avoir la valeur de ç, nommons Q.^-s
, le terme le plus

élevé en /*, de pW~*î ; le terme correspondant de a' sera

le terme correspondant du second membre de l'équation (4), sera

^.(3/
.

+/+f).(1_
r¥

î__). Q . fl_ f,.;.^ ;

Bb 2
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en l'égalant au terme correspondant du premier membre, ou à

Q.fi

—

[a*).^'*, on aura

ainsi , en supposant la profondeur de la mer égale à

2 71'. /*'

H^>(^+?)'

on pourra déterminer par l'analyse précédente , les oscillations de

la troisième espèce. Cette expression est différente pour les diverses

valeurs dont i est susceptible ; mais on doit observer que i étant à

fort peu près égal à -2n, on peut supposer —= i, et alors on a

pour la profondeur de la mer, la même expression que nous avons

trouvée dans le n°. 7 , relativement aux oscillations de la seconde

espèce; ce qui est nécessaire pour que cette loi de profondeur

puisse être admise. On peut même faire coincider cette profondeur

avec celle que nous avons trouvée dans le n°. 5, relativement aux

oscillations de la première espèce, en supposant/* assez grand pour

pouvoir négliger l'unité, eu égard à $f*+f; mais nous avons

observé dans le n°. 6
,
que les résistances éprouvées par la mer

dans ses mouvemens, rendent les oscillations de la première

espèce , indépendantes de la loi de profondeur delà mer ; en sorte

qu'il suffit de considérer les loix de profondeur, dans lesquelles on

peut déterminer à-la-fois, les oscillations de la seconde et de la

troisième espèce,

10. Nous avons remarqué dans le n6
. 8, que pour satisfaire

aux observations , il faut supposer la profondeur de la mer, à fort

peu près constante : nous allons déterminer dans cette hypothèse,

les oscillations de la troisième espèce. Nous supposerons de plus ,

que r,-\etv varient avec assez de lenteur
,
par rapport aux va-

riations de l'angle znt
y
pour que l'on puisse les traiter comme

constans. Nous négligerons encore, la fraction -, qui exprime le
P

rapport de la densité de la mer à la moyenne densité de la terre,
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rapport qui paroît assez petit, par les observations faites sur l'at-

traction des montagnes. Cela posé, en faisant

y = a. cos. (in t+zv— 2 4-) >

on aura

3L
ad =a.a .(1— y?)

.

cos.° v ;
4r3

.g

réquation (4) du n°. 5, deviendra donc, en observant que

l

4n

1

cos.V.

~.cta.(i-^y=-a.(--^).Ci-^) i+(6+2^). a a .fi-^;.cos.V.

On peut donner à cette équation, une forme plus simple , en y
faisant 1—^= x 2

, et en supposant dx constant; on aura ainsi,

fddaX /da\ (, 27i
4

, ) 6L

\dx>J \dxj { Ig j r>g

Pour satisfaire à cette équation, nous ferons

,

Cette valeur substituée dans l'équation différentielle précédente
,

donnera d'abord, en comparant les coefficiens de a 3

,

^4y>-=——.cos.V.
4r3

g

La comparaison des coefficiens de *•*, donnera l'équation identique

= ; enfin la comparaison des coefficiens de x*f+i
, fêlant égal ou

plus grand que l'unité , donnera

o=^+i
K(2f*+ 6f)—^f+iL(2p+5f)+^.^fK

On aura, au moyen de cette équation, les valeurs de^3
', ^4^\ &c.

,

lorsque ^') et ^4S^ seront connus. En la mettant sous cette

forme

,

2n?

Aif+» ' ~Tg~

^CjH-O
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on en tirera

^Cjf-t-0
. 27I «

^t3/-^.r/'+3/;

2 .r/
,

+2; 2+5(/+2;-&c
ce qui donne en supposantf= 1

,

h
4nx

2. l
a+£>. I — . (V+ D.l)

An2

'+5.2— +-. (a?+5: a)

à.3*+3.5—^-f5*+ 5-3;

2.4a + 5.4— &c.

On aura ainsi ^°\ an moyen de ^i^ : — est le rapport de la

force centrifuge à la pesanteur sous l'équateur ; ce rapport est ^,
2;i s an* • an*. -

en supposant donc successivement , -— = 20 :
-—

-= 5 ;
——= \ :

/g l g lg

les profondeurs /, correspondantes de la mer, seront , -,
.

2830 722,5

, le rayon terrestre étant pris pour unité. Cela posé , on

trouvera par l'analyse précédente, que les valeurs correspondantes

de a. a sont

,

{1,0000
+ 20,1862. a;

a + io,ii64.#4
-v

—i5,io47.x6—i 5,4488. ^—7,458i.^°|
—2,1970..»; —o/iOOl.a;' 4— 0,0687. *

(—0,0082 . x'
8—0,0008 . x*°— 0,000 1 . x** J

_,
j
1,0000+ 6,1960. jc*+ 5,2474. xi

]
aa==-pr-.a?

s
.cos.V. < +0,7258.^+ 0,0919.^+ 0,0076. x ,0

>;
'S

[ + 0,0004.*'*
J
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3L f 1,0000+ 0,7 5o4.a-
a+ 0,1 566. ^4

1aa=^-— .X'.COS. P.i r / fi 8 f'
4''3 g- (.

'+- 0,01 074. x + 0,000g. X )

1 1 . Réunissons maintenant les diverses oscillations de la mer.

Celles de la première espèce, sont par le n°. 6, en négligeant la

densité de la mer , eu égard à celle de la terre

,

.—-— . {sin..
2
.t>— r.cos.V) .('î + S.cos.ii S).

4' 3

On a vu que les oscillations de la seconde espèce sont nulles
,

lorsque la profondeur de la mer est par-tout la même ; enfin
,

les oscillations de la troisième espèce , sont exprimées par

aa. cos. (2nt+2'&— 2 $). La somme de ces oscillations est la valeur

entière de ety ; on aura donc

,

*Jf=—-— . {sin.V-^-.cos.V} .(i-{-'5.cos.2Q)-\-cia.cos.(2nt-\-2'ïï-24-)-

Si l'on suppose que L est le soleil
,
que 7' exprime sa moyenne

distance à la terre, et que mt exprime son moyen mouvement

sydéral ; on aura par la théorie des forces centrales,

3L _ 3n* m* 3

ht3
.
g ~ " ~ïg'~nF ~ 4.289.(366,25/'

Cette quantité est une fraction du rayon terrestre que nous avons

pris pour unité ; en la multipliant donc par le nombre de mètres

que ce rayon renferme , on aura

—-— = omc ,i23i6;
4^ -g

et il faudra faire varier cette quantité , comme le cube du rapport

de la moyenne distance du soleil à la terre , à sa distance actuelle.

Si l'on nomme e , le rapport de la masse de la lune , divisée par

le cube de sa moyenne distance à la terre, à la masse du soleil,

divisée par le cube de sa moyenne distance ; on aura pour la lune

,

—r— = e.om%12016;
_

4^-g

et il faudra faire varier celte quantité , comme le cube du rapport de

la moyenne distance de la lune à sa distance actuelle.

Il suit de-là, que si l'on désigne par v et 4'} la déclinaison et

l'ascension droite de la lune ; on aura en vertu de son action réunie
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à celle du soleil , et lorsque la profondeur / de la mer est égale

à. -ps.— , ou à ^ô du rayon terrestre
,

Gj/=om%i2Ji6J — [.{sin.V—^.cos.V+e.sin.V— ;<?.cos.V}

/-i,oooo+2o,i86a.x2 \

» +10,1 164 -a;*

—

io,\o47-x e i

+d™.M23iG.J~i5'^8'-;k8—7»458i.x^l
a;![

r cos>Sv .cos /?nj+2W_2 ii+pcosV f
(C05y2nf+aw_3 w,yi

J

—

2,1970.x' 2— o,45oi.x' 4
l

'

i—0,0687 • x' 6— 0,0082 .x"\
V.—0,0008.x20— 0,0001 .x'

22/'

Nous verrons ci-après
,
que e= 5 , dans les moyennes distances

du soleil et de la lune ; en supposant donc ces deux astres à ces

distances, et de plus en opposition , ou en conjonction dans le plan

de l'équateur ; la haute et la basse nier répondront au cas où l'angle

snt+vr—4 sera nul , ou égal à 200 °
; on trouve ainsi 7me,34 pour la

différence de la haute à la basse mer sous l'équateur où x= i. Mais

par une singularité remarquable , la basse mer a lieu , lorsque

les deux astres sont dans le méridien , tandis que la haute mer
arrive , lorsqu'ils sont à l'horizon ; en sorte que l'océan s'abaisse à

l'équateur, sous l'astre qui l'attire, En avançant de l'équateur aux

pôles , on trouve que vers le dix-huitième degré de latitude tant

boréale qu'australe , la différence de la haute à la basse mer est

nulle ; d'où il suit que dans toute la zone comprise entre les deux

parallèles de dix-huit degrés , la basse mer a lieu , lors du pas-

sage des astres au méridien, et qu'au-delà de ces parallèles, la haute

mer a lieu à ce même instant.

Dans le cas de légal à -^, — , ou d'une profondeur de la mer
?

o

égale à
, on trouve

723,5

j j -|~3 COS £50 1

*y = ome,i30i6o '—— [. {sin.V— ^.cos.V+ e.sin.V— ^e.cos.V}

("1,0000+6,1960. x a 1

„ „ 1 +3,2474. x* +0,7238.

x

6 ( , ,

,'' ;

.

-t-o™V23i6 f <+o,o9i9.x8+o
)
oo76.xl0(-^'*- cos-?iy

'cos^anr+21!r—

2

4-J+«.cos,V fCGs.(2nJ+2'sr—a,J.';};

'+o,ooo4-x' a
J

et
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et l'on aura dans les mêmes suppositions que ci-dessus , i i
rae,o5

,

pour la différence de la haute à la basse mer sous l'équateur ; mais

ici, l'instant de la haute mer, est par-tout celui du passage des

astres au méridien.

Enfin dans le cas de /= -^.— , ou d'une profondeur de la mer
,

double delà précédente , on trouve

_. _ _ fi + 5.cos. 29 1 , .

cly — om%i20i6.l j.{sin.V— j.cos.V+ e.sin.V'— £«.cos.V }

fo^^iaSiS. <^-o
J
l56S.x<+o

J
ol574.xs S.x^{co5. ^v'.cos.('a;If+£; v-24;+e.cos. !l/.cos.('2^t+2T-s|7};

( -r 0,0009. a;
8

J

et l'on aura dans les mêmes suppositions que ci-dessus , î^ao pour

la différence de la haute à la basse mer , à l'équateur.

Si l'on augmente la profondeur de la mer , la valeur de a y
diminue ; mais cette diminution a une limite, et la valeur de «a

3L
se réduit bientôt à —— .ar*.cos.

s
t>; on trouve alors, lorsque les deux

4r3
g

astres sont en conjonction dans le plan de l'équateur, ome,98523

,

pour la différence de la haute à la basse mer , à l'équateur ; cette

quantité est donc la limite de cette différence.

12. La limite que nous venons d'assigner, répond au cas où

la mer prend à chaque instant , la figure d'équilibre qui convient

aux forces qui l'animent. Dans cette hypothèse , la valeur de a.y
y

peut se déterminer fort simplement
,
quelles que soient la loi de

profondeur et la densité de la mer. En effet, elle revient à supposer -

dans l'équation (2) du n°. 1
,
que les mouvemens de l'astre et de la

rotation de la terre sont assez lents, pour que l'on puisse négliger

les quantij.es

/ ddu\

\dFJ

et alors cette équation donne en l'intégrant

,

a.y= .

ë
Mécan. cél. Tome IL C c

<-W£)> (£)-(£)'
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La partie de <tV dépendante de l'action de l'astre L, est par le

n°. 4, égale à

L
c •—

. (sm.V— ^. cos.V}^^ 3. cos. 2 9,)

+ —-• siii. v . cos. v. sin. 9. cos. 3 . cos. ("/z £+w— -\)

ZL
+ 2

_J.COS.V.Sin. s

9.COS. ('2 72i+2'Sr 24^-

Supposons que la partie correspondante de *y , soit égale à cette

quantité multipliée par une indéterminée Q; ce produit étant

de la forme Y<?\ ou satisfaisant pour 7W, à l'équation aux dif-

férences partielles

,

o^m>»mm::m-+6.YW;
la partie de a-K' correspondante à l'action de la couche fluido

dont le rayon intérieur étant l'unité, le rayon extérieur est i + *j r

sera par le n°. 2, ~.Y^\ ou —-g.Y^j l'équation agy^^/T'^

donnera donc

,

L
*y~ 7 iT" { S1"-

Sf— î- cos.V}. Ci + 5. cos. 2 9^
,.34r.g

^

3L
sin. v . cos. f. sin. 8 . cos. 9 . cos. (n t-\-

v

—4)

3L . .

-. cos.V. sm.' 9 . cos. (sin ;+ a -sr— 2 4^-

*(liS4r

Dans l'hypothèse que nous considérons , si le soleil et la lune sont

en conjonction avec la même déclinaison ; alors , l'excès de la

haute mer relative à midi, sur la basse mer qui la suit, sera

3L
-.Ci + ^.sin. s

9.cos.V. {i + 2.tang.f.cot.9},

ar\gK)
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et l'excès de la haute mer relative à minuit , sur la même basse

mer, sera à très-peu près

,

31

2r\g:H)
.(i + e).sin.*6.cos.

t
f>. {1— 2.tang.t> .cot. S),-

ces deux excès seroient donc entre eux, dans le rapport de

1 4- 2 . tang. v . cot à 1— 2 . tang.v . cot. â ,• ainsi pour Brest où

9= 46°26' à-peu-près , si les deux astres ont 25° de déclinaison

boréale, ces deux excès seroient dans le rapport de i,7g53 à

0,2047 j c'est-à-dire que le premier seroit environ huit fois plus

grand que le second. Suivant les observations, ces deux excès

sont peu différens l'un de l'autre ; l'hypothèse dont il s'agit, est

donc fort éloignée de représenter sur ce point, les observations,

et l'on voit qu'il est indispensable dans la théorie du flux et du

reflux de la mer , d'avoir égard au mouvement de rotation de la

terre , et à celui des astres attirans.

Ce *
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CHAPITRE IL

De la stabilité de V équilibre des mers.

l5. JN ou s avons observé dans le n°. 2
,
que si la terre n'ayant

point de mouvement de rotation, ta profondeur de la mer est

constante ; l'équilibre est stable, toutes les fois que la densité

moyenne de la terre surpasse celle de la mer : nous allons géné-

raliser ce théorème , et faire voir qu'il a lieu ,
quels que soient la

loi de profondeur de la mer , et le mouvement de rotation de la

terre.

Reprenons les équations générales du mouvement de la mer,

données dans le n°. 56 du premier Livre

,

:<'i-',*>-(^:

)
+M'" /I-^-(^)=-^(fe) •• w

ces équations étant relatives à une molécule quelconque de l'inté-

rieur ou de la surface de la mer, déterminée par les coordonnées

8-\-au, <&-\-ct.v et r+ns; r+as étant le rayon mené du centre

de gravité de la terre, à la molécule, et gy' étant égal à gy—V.
Si l'on intègre l'équation (5) depuis la surface du sphéroïde

recouvert par la mer
,
jusqu'à celle de la mer ; on aura

r et s' étant relatifs à la surface de la mer , et r
t
et s, se rapportant

à la surface du sphéroïde. En représentant par >, la profondeur

très-petite de la mer , on aura r' = fi
i+y)

ce qui donne

,

r" . s'— r; . s
t
— r/ . (s'—, s;)+ 2. r,y s'+ys' ;
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et par conséquent, le rayon moyen de la terre, étant pris pour

unité , on aura à très-peu près

,

r s — Tfs)= s — s
t ;

or on a

v! et p' étant relatifs à la surface de la mer ; on a pareillement

,

« et p
t
étant relatifs à la surface du sphéroïde ; on a donc

partant , on aura à très-peu près
,

Cette équation n'est pas restreinte , comme l'équation (i) du n°. 1

,

à la condition que u et p soient les mêmes pour toutes les molé-

cules situées sur le même rayon : il est facile de voir qu'en remplis-

sant cette condition , ces deux équations coïncident.

Maintenant, si l'on ajoute l'équation (6) multipliée par

dr. du..di?. |-|,à l'équation (7 ) multipliée par dr. dp. dp. \-r]s

on aura en l'intégrant

,

///rf,^.{(*).(£) + (*).(£). fl-,;}

=///,,*.^{ff
.(^).(|).v/^_,.(|L).(*)j.

(9)

Pour étendre les intégrales, à la masse entière du fluide ; il faut les

prendre depuis r=rn jusqu'à r=r , depuis p—— 1
,
jusqu'à

f*=l, et depuis ^=0
,
jusqu'à ^= 2^, En intégrant par rap-
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port à &', et en observant que y' est indépendant de r, on aura

Aux deux extrémités de l'intégrale, où i*==— 1 et y.= 1 , on a

^''wt)'
V/l—^'— °? donc

o=fy'.(— ).dr, y\— p* + constante
;

et par conséquent

,

( dp )

or on a

Uit\ S7=i[
mrA d-m)-K^s

dp. J I dfj.

(du'\ [M
\

partant

,

^m^-m-m-^
sffdr.^.é*.(ît).(?fy7=?

Pareillement, si l'on intègre relativement à <n
, on a

Aux deux extrémités de l'intégrale, où ^=o, et >s-=2 5r , la
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valeur dej/.( -^), est la même, puisqu'elle se rapporte à la

même molécule ; on a donc

fy' . (—
J

. dr + constante == o
;

pa rtant

,

11 aor on a

dis-

donc

,

=-//-^{œ-^)-è>è)^'-(^)}'-
et par conséquent,

///^.^.^.{ ff
.(^-).(g).i/r=?-«-.(~).(^)}

Le second membre de cette équation , se réduit en vertu de l'équa-

tion(8), au terme

—

ffgy'\ y yd^.d'ar ; l'équation (9) devient

donc

,

= —ffd^d^.gy.^y (10)

Nous ferons abstraction ici de l'action des astres
,
pour ne con-

sidérer que l'action mutuelle des molécules de la mer, et du
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sphéroïde terrestre. La valeur de V est alors due à l'attraction

d'une couche aqueuse dont le rayon intérieur étant r , le rayon

extérieur est ?•'+ auy • r étant à très-peu près égal à l'unité. On a vu

dans le n°. 2
,
quej' étant supposé égal à

on a

y=J±. {rw+|.rc ,)+f.rw+f.r< ,)+&c-.};

or on a généralement

,

f/Y^.Y^.dy..d^=o,
lorsque i et 1 sont des nombres dhïérens ; on a donc

Par le n°. 2 , on a Y^ = o ; l'équation (10) devient donc , en l'in-

tégrant par rapport au temps t,

fffdr^.d^.^y+^y.^,,)}

M étant une constante arbitraire. Il est facile de voir que le pre-

mier membre de cette équation exprime à très-peu près , la force

vive de la masse fluide „ en ne considérant que la vitesse relative de

ses molécules , sur le sphéroïde terrestre.

M est une constante indépendante du temps t , et qui dépend de

l'état initial du mouvement de la mer ; elle est très-petite , lorsque

l'on suppose l'ébranlement primitif peu considérable.

Si
f
est plus grand que l'unité , la fonction

sera constamment négative; elle sera moindre que M, puisque

le premier membre de l'équation précédente est nécessairement

positif; Y^'t ) Y^ >
&c. , ne doivent donc point contenir d'expo-

nentielles
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lientielles croissantes , ni d'arcs de cercle ; d'où il suit que Xéqui-

libre de la mer est stable , si sa densité est moindre que la densité

moyenne de la terre.

l4. Si la densité de la mer surpasse la moyenne densité de la

terre ; sa figure cesse d'être stable dans un grand nombre de cas.

On a vu dans le n°. 2
,
que la terre n'ayant point de mouvement

de rotation , et la profondeur de la mer étant constante ; on peut,

si p est moindre que l'unité , ébranler ce fluide de manière que

l'équation de sa surface renferme le temps sous la forme d'expo-

nentielles croissantes ; ce qui est contraire à la stabilité de l'équi-

libre : la même chose a généralement lieu dans le cas où la terre

ayant un mouvement de rotation , le sphéroïde que recouvre la

mer est un solide de révolution, quelle que soit d'ailleurs la loi de

la profondeur de la mer.

Reprenons l'équation (11) dans laquelle nous supposerons que

les valeurs de u et de v sont à très-peu près les mêmes pour toutes

les molécules situées sur le même rayon. Supposons qu'à l'origine

, ( dy\ ( du\ (d v \du mouvement , on ait eu, y == hp , (
-~- J=o , I

—— l=o, f— 1 = o.

Le fluide abandonné ensuite à sa pesanteur et à l'attraction de ses

molécules , a dû prendre un mouvement composé d'une infinité

d'oscillations simples , telles que l'on a par leur réunion

,

y= a. cos. (it+ t) + a
t
. cos. (i

K
t-{-t

x
)-\-

a

t . cos. (ij+'-z) + &c.
;

a , a, , a2 , &c. , étant des fonctions de p. Les constantes i, i, , i2 , &c.

,

s, s, , e
a , &c. , doivent être telles qu'à l'origine du mouvement où

t= o , on ait eu

,

a.cos.s + c
1
.cos.s, + «2 .cos. Sj+ Sic.= hp ,•

ai. sin. e + a
y
i,. sin. e

x -j-aa za .sin. ea+ &c.= 0.

Les valeurs correspondantes de ( —
J
et de f —

J
sont par le n°. 5,

de la forme

— ib.sïn,(i$+t)— i.b,. sin. (ij+ ij— &c.
;

i c.cos. (it+e)+ icr cos. (7,J+eJ+ &c.
;

et elles doivent se réduire à zéro
, lorsque t= o. Cela posé , si l'on

iVlÉCAN. ciiv. Tome II. P d
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substitue les valeurs précédentes, dans l'équation (11) j elle de-

viendra, en l'intégrant par rapport à r,

ff
y" "

z
".*.? . {c>(i-t**)+ b*} +fy.dl*.dv.Z.i\{c>(i-iJ.*)-b*}.cos.(2it+ 2i)

'+ffy.dy-.d™.?.ii l
.{bb

l + ce,
.
(i—p')} . cos. (it— i

y
t-\-t— e

J

l+fJy.dp.év.Ê.ii,. {00,(1— (*)— bb,} .cos-Cii+iJ+t+ sJ

=M-g.ff^l^ {(^).PC-+ (x-I).PC>+ &a
}

-^^-^•{(l-
p

i).P(,)2

+( 1-^).PW î +&C.}.COS.r2a+ 20 (12)

—^.//^.^.s^i-^\p^o.p/o+
^
1_|.\p(opw+&c

.J.
{cos.c*i-*

/
*f«-«

/
;+cos.Cii+ï^+.

/;},

la caractéristique s des intégrales finies , s'étendant à toutes les

valeurs i,i\ , &c. ;'P
(l>,PW, &c. , sont les coefficiens de cos. (it+i)

dans Y^, rw, &c. ; &%) , P, (î
> , &c. , sont les coefficiens de

cos. (ij+t,) dans les mêmes quantités, et ainsi de suite. La com-
paraison des termes indépendants de t, dans cette équation, donne

on a ensuite

,

//^..••{^f-^-}=- ff.//^. 2
.{(

1^).p«-+ (.-
6

i).p<->-+ &c.} ;(l 4)

car le fluide peut avoir séparément , chacune des oscillations sim-

ples relatives aux coefficiens i, z,j &c.
,
puisqu'en substituant pour

y, ( —
) et (

—
- 1, leurs valeurs précédentes, dans les équations (^/)

et (B ) du n°. 3 , les termes affectés de sin. (it+ 1) et de cos. (it-\- i),

doivent se détruire séparément ; or en ne considérant que l'oscil-

lation relative à l'angle it+s, et supposant nuls tous les termes

relatifs aux autres angles ; l'équation (12) donne , en comparant les

coefficiens de cos. (2 it+ 2 s)

,

l'équation (i4); on a donc en rassem-

blant toutes les équations semblables à cette dernière équation

,
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Si l'on retranche cette équation , de l'équation (10); on aura

A l'origine du mouvement, on a par la supposition ,y=Y (-^ = hp;

( — )
= o, ( —-

J
=o ; l'équation (îx) donne ainsi

,

O =M— y 7T.gh\(l— -
J

,

partant

,

ffy.dp.d*. {W+ZW+ &c.}= f *r#/i— -Ya*.

Si p est moindre que l'unité , ou , ce qui revient au même , si

la densité de la mer surpasse la moyenne densité de la terre , le

second membre de cette équation est négatif ; le premier membre
est donc pareillement négatif, ce qui est impossible, tant que i*, £,%

za
s
, &c, sont positifs : ainsi dans ce cas

,
quelqu'une de ces quan-

tités est négative , et par conséquent , l'expression dey renferme

des exponentielles , et l'équilibre n'est point stable.

Dd



212 MECANIQUE CÉLESTE,

CHAPITRE III.

De la manière d'avoir égard, dans la théorie du flux et du

reflux de la mer , aux diverses circonstances qui , dans

chaque port , influent sur les marées.

10. IN ou s avons supposé dans le premier Chapitre
,
que la terre

est un solide de révolution , et nous avons déterminé dans cette

hypothèse , les oscillations de la mer : rapprochons-nous de la

nature , en donnant à la terre, une figure quelconque. Dans ce cas
,

les inégalités de la première espèce , seront en vertu des résistances

que la mer éprouve , les mêmes que nous avons déterminées dans

le n°. 7. Relativement aux inégalités de la seconde et de la troisième

espèce , la valeur dey sera formée d'une suite de sinus et de cosinus

d'angles proportionnels au temps t , et en nommant it
}
un de ces

angles , on aura

y — F. cos. it+G. sin. it ;

gj — P^' = F' .cos. it+ G'. sin.it;

u = H. cos. it+K. sin. i t ;

v = P.cos. it+Q.s'va.. it.

Ces valeurs substituées dans les équations {^4) et (2?) du n°. 5,

donneront les six équations suivantes , en comparant les coeificiens

des sinus et des cosinus de it,

r.H+ an».f*.V'i— f*\ Q=—(—\ Vx—^ ;

/dG'\
(i—iS).?.Q+ *ni.n.V \—^.H— (j^)i
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fd.yH.\/-i—(^F=

G=
d [A

Il est facile d'en conclure

,

(dF

du ) \ d'à )'

d.yK. V T^P \ _ /d.jQ\

H=

,dF'\ , 3n fdG\

i2— 4'l2 '/'

2

(dG'\ js
;

sra
(
dF'\

\dy.J i \d<w )

fdF'\ ->.n ^ fdG'\

(i-^).(i*—4n*n*)

/dG'\ tin „ , /dF'\

ce qui donne
,

,
fddFy /ddF'\

i
Q-—4nL(S

~ (i—/S).(i*—4;

C . fy
.(i-^A

)
[dy\

ffL'N—<^V^-4aV;v (dF\ \dv)\d<*)

271

dy. ) \dp/ (i—i^).(v'-— 4n %^)

11

iil {^l\_?h \

d'\î'—~4 n*i*
i

J } f
df\*Va—4**

i
a-—4nL

y.
% \dy.J i

'

{ dp

En changeant dans cette équation, F en G, i7" en G' et récipro-

quement , et en changeant le signe des termes multipliés par ^ ;

on aura une nouvelle équation entre G, G', F', qui combinée

avec celle-ci, déterminera i7
" et G.
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On peut au moyen de ces équations , déterminer généralement

la loi de la profondeur de la mer, qui rend les oscillations de la

seconde espèce, nulles pour tous les lieux de la terre. En effet,

relativement à ces oscillations , i étant très-peu différent de n
,

on peut supposer i— n, dans les équations précédentes. De plus
,

F et G étant nuls par la supposition , les valeurs de F' et de G',

sont par le n°. 7, M.p.Vi— /./.*. cos. -s- , et — M. p. vi—/Asm. -27

M étant une fonction de t, indépendante de {j. et de -ar. En subs-

tituant ces valeurs , dans l'équation précédente entre F, F' et G';

on trouvera

(,
. ^.1 -7— .sin.ffi-

d ~>\ \/~ k , VW-— ). V 1— [J- + —^— .

«/*./ \/x— p*

L'équation entre G, G' et F', donnera

(dy\
,/ ^\Jv}0= sin.-sr.f—

J.
V 1

—

t*-

COS.'Sf

d'où l'on tire , f
—-

J
=0 , f— ) =0, et par conséquent

, y égal à

une constante. Les oscillations de la seconde espèce , ne peuvent

donc disparaître pour toute la terre
,
que dans le seul cas où la

profondeur de la mer est constante.

Si les oscillations de la troisième espèce sont nulles pour toute

la terre , F et G sont nuls relativement cà ces oscillations , et l'on a

par le n°. g

,

F'=N.(i—p*).cos.2*r 1 G'=— N.(i— [S).sm.2.Kî

iV étant une fonction de t , indépendante de ^ et de », On peut de

plus, supposer à très- peu près, i=2n; cela posé, l'équation

entre F, F' et G', donnera

2 ,y.cos.2« fdy\ \d^J0=
\- H-'i T~ ]«COS. 2-3T-1-

1—^ \dH-J 2-(i—^J
l'équation entre G , G' et F', donnera

/dy\
(i + y-V-[ j-

J.cos.2'

o= - f-M -7^ ItSiu, 2^'(^)' 5in'1—

^

a
V*P-/ a, Ci— /Asj
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d'où l'on tire (
—^

)
= o , et

,

Celte dernière équation donne en l'intégrant

,

^
^4 étant une constante arbitraire, Suivant cette valeur de y , la

profondeur de la mer seroit infinie, lorsque |U= o, ou à l'équa-

teur , ce qui ne peut pas être admis ; il n'y a donc aucune loi

admissible de profondeur de la mer
,
qui puisse rendre nulles pour

toute la terre , les oscillations de la troisième espèce.

La rapidité du mouvement angulaire de rotation de la terre,

relativement au mouvement angulaire du soleil et de la lune, per-

mettant de supposer i= 7z, dans les oscillations de la seconde

espèce, et i= %n, dans les oscillations de la troisième espèce ; il

est facile de conclure de l'analyse précédente , et des n°\ 6, 8 et g s

que si l'on marque d'un trait, pour la lune , les quantités L, v 3

4 et r, que nous supposerons se rapporter au soleil; l'élévation «y,

d'une molécule de la surface de la mer , au-dessus de la surface

d'équilibre qui auroit lieu sans l'action de ces deux astres, est à

fort peu près de la forme,

A-f3.cos.20) (L . _. „ L' _. ,')
*y=——L-, W- \—-( x—'3.sin.*v; + -^.(i—5.sm.V;[

*gV-*Ù
( L L' 1

-i-^.l — .sin.v cos.v.cos.(ntJrt!^-Ç) -\- —. s'm.f/.cos.p'.cos.(n£±â~J/-£)
\

( L L' ~]

+ B. —.COS.V.COS.2('/7i+'îir-4-^+ ^.COS.V'.COS.2fre^4-'ar-4'-^
\ j

\A , B ,
C et a étant des fonctions de y. et de * , dépendantes de la loi

de la profondeur de la mer. La généralité de cette forme , embrasse

un grand nombre de variétés des phénomènes des marées
,
qui

peuvent avoir lieu dans les différens ports. Lorsque la terre est un
solide de révolution, il résulte des noS

. 7 et g, que l'instant du
maximum ou du minimum des oscillations de la seconde et de la
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troisième espèce, est le même que celui du passage de l'astre qui

les produit, au méridien; mais on voit par la formule précédente,

que dans le cas général d'une profondeur quelconque , ces instans

peuvent être fort différens , et les heures des marées peuvent être

très -variables d'un port à l'autre , conformément à ce que l'on

observe.

Dans plusieurs ports, les oscillations delà seconde espèce, peu-

vent être insensibles, tandis que dans d'autres ports , on ne remar-

quera point les oscillations de la troisième espèce, Mais suivant la

formule précédente, les maxima ou minima de ces oscillations,

suivraient d'un même intervalle , les passages de leurs astres res-

pectifs , au méridien
,
puisque les quantités C et a sont les mêmes

relativement à chacun des deux astres; or nous verrons dans la

suite
,
que ce résultat est contraire aux observations ; ainsi quel-

qu'étendue que soit la formule précédente, elle ne satisfait pas

encore à tous les phénomènes observés. L'irrégularité de la profon-

deur de l'océan, la manière dont il est répandu sur la terre, la

position et la pente des rivages, leurs rapports avec les côtes qui

les avoisinent , les courans, les résistances que les eaux éprouvent,

toutes ces pauses qu'il est impossible de soumettre au calcul , mo-

difient les oscillations de cette grande masse fluide. Nous ne pou-

vons donc qu'analyser les phénomènes généraux qui doivent résul-

ter des attractions du soleil et de la lune , et tirer des observations,

les données dont la connoissance est indispensable
,
pour com-

pletter dans chaque poi't, la théorie du flux et du reflux de la

mer, et qui sont autant d'arbitraires dépendantes de l'étendue de

la mer , de sa profondeur , et des circonstances locales du port.

l6. Envisageons sous ce point de vue général , la théorie des

oscillations de l'océan , et sa correspondance avec les observations.

On peut considérer la mer , comme un système d'une infinité de

molécules qui réagissent les unes sur les autres , soit par leur

pression , soit par leur attraction mutuelle , et qui de plus , sont

animées par la pesanteur, et par les forces attractives du soleil et

de la lune. Sans l'action de ces deux dernières forces , la mer seroit

depuis long-temps en équilibre ; la loi de ces forces doit donc en

régler les mouvemens,

Pour
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Pour avoir les forces attractives du soleil et de la lune , sur une

molécule de la surface de la nier, déterminée par les coordon-

nées i?, <& et 9, R étant le rayon mené du centre de la terre à

la molécule; nommons */^', la fonction

3L.R*
—py— . {[sin.f.cos.û-r-cos.f.sin. 9. cos. (nt-^-ta— 4,)]*— 7}

•Z T I D!

{ [sin. v ' . cos. 9+ cos. v '

.

sin. 9 . cos. (n t-\-

&

—
4-')Y— j] îZf

la somme des forces lunaire et solaire , décomposées suivant le

—
j

, ou 2 a . JT\ en faisant R= 1 , après

la différentiation. La somme de ces forces décomposées perpen-

diculairement au rayon terrestre , et dans le plan du méridien de la

— ),• enfin la somme des mêmes forces décom-

posées perpendiculairement au plan de ce méridien , sera—^
.

Ces expressions sont très-approchées pour le soleil , à cause de sa

grande distance à la terre
,
qui rend insensibles , les termes mul-

tipliés par — . Elles sont moins exactes pour la lune ; mais les

phénomènes des marées , ne m'ont rien fait appercevoir qui puisse

dépendre des forces de l'ordre — : peut-être , des observations plus

exactes et plus nombreuses que celles qui ont été faites, rendront

sensibles , les effets de ces forces.

Ne considérons d'abord que l'action du soleil , et supposons qu'il

se meuve dans le plan de l'équateur , uniformément et toujours à

la même distance du centre de la terre ; les trois forces précédentes

deviennent

,

ZL—-. {sin.
2
9— 1 + sin.

2
9. cos. C2/î/+2«-- a4J}>'

3-L—-.sin. 9. cos. 9. {i + cos. (2nt+ 2^— 24^} ; (-4)

3L '

. .

r. sin. 8. sin. fa nt+2w— a 4).
2 r3

'

M£can. cjïx. Tome II. E e
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En vertu des seules forces constantes, —-. {sin.°9— f} et

ZL— .sin. fl.cos. 0, la mer finirait par être en équilibre; ces forces

ne font donc qu'altérer un peu la figure permanente qu'elle prend

en vertu du mouvement de rotation. Mais les trois parties variables

des forces précédentes doivent exciter dans l'océan , des oscilla-

tions dont nous allons déterminer la nature.

Ces forces redeviennent les mêmes à chaque intervalle d'un

demi -jour; or on peut établir comme un principe général de

dynamique, que l'état d'un système de corps, dans lequel les

conditionsprimitives du mouvement ont disparu par les résistances

qu'il éprouve , est périodique , comme les forces qui l'animent ;

l'état de l'océan doit donc redevenir le même , à cbaque intervalle

d'un demi-jour, en sorte qu'il doit y avoir un flux et un reflux

dans cet intervalle.

Pour le faire voir par un raisonnement qui peut s'appliquer à

tous les cas semblables , supposons qu'à un instant quelconque a
,

la hauteur de la mer dans un port ait été h, et qu'elle soit redeve-

nue la même, après les intervallesf-
l

\ f^, f}^. • f^i & c->

comptés de l'instant a; a+f^ est l'instant où la hauteur de la mer
étoit h, après le nombre i de ces intervalles; si l'on suppose z" très-

grand , cet instant ne dépendra point des conditions de mouve-
ment

,
qui ont eu lieu à l'instant a que nous prendrons pour celui

de l'origine du mouvement ; car toutes ces conditions ont dû

bientôt disparoître par les frottemens et les résistances de tout

genre
,
que la mer éprouve dans ses oscillations ; en sorte que le

mouvement delà mer finissant par n'en plus dépendre, et par se

rapporter uniquement aux forces qui la sollicitent > il est impos-

sible de connoître l'état primitif de la mer, par son état présent.

Imaginons maintenant, qu'à l'instant a plus un demi -jour
%

toutes les conditions du mouvement de la mer aient été les mêmes
qu'elles étoient dans le premier cas , à l'instant a. Puisque les forces

solaires sont les mêmes et varient de la même manière dans les

deux cas; il est clair que dans le second cas, les intervalles suc-

cessifs après lesquels la hauteur de la mer sera h , en parlant de
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l'instant a plus un demi-jour , seront comme dans le premier cas .

f
(l

\f(
3

\ fl3
)

}
&c.; en sorte qu'à l'instant a+f

{i) + un demi-jour, la

hauteur de la mer sera h ; mais puisque i étant fort grand , l'état

actuel de la mer est indépendant de tout ce qui a rapport à l'ori-

gine du mouvement; il est visible que l'instant a-f/^4- un demi-

jour, doit coincider avec quelques-uns des instans où la hauteur

de la mer est h dans le premier cas ; on doit donc avoir

,

a+f^+ un demi-jour= a-f/^
+r)

,

r étant un nombre entier
;
partant

_/^
!+r)—f^= un demi-jour

;

d'où il suit que l'état de la mer redevient le même , après l'inter-

valle d'un demi-jour.

Il est vraisemblable qu'en supposant la mer entière ébranlée par

une cause quelconque , les résistances qu'elle éprouve , anéanti-

roient l'effet de cette cause , dans l'intervalle de quelques mois,

de manière qu'après cet intervalle, les marées reprendroient leur

état naturel. On peut juger par-là, du peu d'influence des vents

qui, quelque violens qu'ils soient, ne sont que locaux et n'ébran-

lent que la superficie des mers. Ainsi , en prenant les résultats

moyens d'un grand nombre d'observations continuées pendant

plusieurs années , ces résultats représenteront à très-peu près

,

l'effet des forces régulières qui agissent sur l'océan.

Imaginons une droite dont les parties représentent le temps , et

sur cette droite , comme axe des abscisses , concevons une courbe

dont les ordonnées expriment les hauteurs de la mer; la partie de

la courbe , correspondante à l'abscisse qui représente un demi-jour

,

déterminera la courbe entière qui sera formée de cette partie

répétée à l'infini. Ainsi l'intervalle entre deux pleines mers consé-

cutives, sera d'un demi-jour, comme l'intervalle entre deux basses-

mers consécutives.

1 H . Déterminons cette courbe , et pour cela , concevons un-

second soleil L, parfaitement égal au premier , et mû de la même
manière , dans le plan de l'équateur , avec la seule différence qu'il

précède le premier dans son orbite , de l'angle n't , n' étant égal

dt

Ee 2

à n— m, et m étant égal à —. On aura les forces relatives à ce
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nouveau soleil , en changeant dans l'expression des forces varia-

bles qui agitent la mer , et que nous avons donnée dans le n°. pré-

cédent, 4 dans 4-+ n'T. Ces nouvelles forces ajoutées aux précé-

dentes, produiront les suivantes,

3L .
n f—— . sm.

J
9 . { cos.(27it -t- a*

—

2-4-) + cos. (2tit+ 2w—24

—

zn'T) }/

ZL
——.smJ.cos.Q.{cos.(2nt+2v—24-)+cos.(27ifi-z-F—24-—2riT)};

3L . . . .
,-. sm. 9 . { sm. (2 nt+ 2™— 24^ + sm. (2nt+ 2™— 24— 211'T))

.

Si l'on fait •£,= 2 L. cos. n'T ; ces trois forces se réduisent aux
suivantes

,

ZL—; . sin.
2
9 . cos. (•i n t-\- 2 is—24— n'T) ,•

zr3

ZL .—! .sm. 9. cos. v.cos.^'a'n.ï+a'v— 24— n'T) ,

j.sin. 9. s'm. (2 nt+ 2™—24— n'T).

Ces dernières forces produisent un flux ef un reflux semblable a

celui qu'exciteroit l'astre L , si sa masse'se changeoiten L, , et si

l'on diminuoit de \ T , le temps t, dans les forces du n°. précédent;

en nommant donc y" l'ordonnée de la courbe des hauteurs de la

L .y"
mer, correspondante à l'abscisse t— ~T, on aura —y— ,

pour la
J-j

hauteur de la mer produite parles trois forces précédentes.

Cette hauteur est par la nature des oscillations très-petites, la

somme des hauteurs de la mer, dues aux actions des deux soleils L;

car on sait que le mouvement total d'un système agité par de très-

petites forces, est la somme des mouvemens partiels que chaque

force lui eût imprimés séparément : c'est ainsi que des ondes légères

excitées dans un bassin , se superposent les unes aux autres

,

comme elles se seroient disposées séparément sur la surface de l'eau

tranquille. Cela résulte évidemment de ce que les oscillations très-

petites sont -données par des équations différentielles linéaires
,

dont les intégrales complètes sont la somme de toutes les intégrales
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On a de plus
,
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partielles qui y satisfont. Soit donc y l'ordonnée de la courbe des

hauteurs de la mer, correspondante au temps t, et y' l'ordonnée

correspondante au temps t— T; y+y r

sera la somme de ces hau-

teurs ; on aura par conséquent

,

r
L,-y"

Maintenant, si l'on développe y' et y", en séries ordonnées par

rapport aux puissances de T; on aura , en négligeant les puissances

supérieures au quarré

,

'~d7
>

'

de-'

L
t
= 2L—L.n*T*;

ces valeurs substituées dans l'équation (o), donnent

d*y
, ,

-f- — —kn'\y;
C?J

2 J '

d'où l'on tire en intégrant

,

y ='.—— .COS. (272^+2^ 24 2h).

.S et a étant deux arbitraires dont la première dépend de la gran-

deur de la marée totale dans le port, et dont la seconde dépend de

l'heure de la marée , ou du temps dont elle suit le passage du soleil

au méridien.

Cette expression dey donne la loi suivant laquelle la mer s'élève

et s'abaisse. Concevons un cercle vertical dont la circonférence

représente un intervalle d'un demi-jour, et dont le diamètre soit

égal à la marée totale , c'est-à-dire , à la différence des hauteurs

de la pleine et de la basse mer; supposons que les arcs de cette

circonférence , en partant du point le plus bas , expriment les temps

écoulés depuis la basse mer; les sinus verses de ces arcs , seront les

hauteurs de la mer, qui correspondent à ces temps.

Cette loi s'observe exactement au milieu d'une mer libre de tous

côtés ; mais dans nos ports , les circonstances locales en éloignent
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un peu les marées ; la mer y emploie un peu plus de temps à des-

cendre qu'à monter , et à Brest , la différence de ces deux temps est

d'environ dix minutes.

Plus une mer est vaste, plus les phénomènes des marées doivent

être sensibles. Dans une masse fluide , les impressions que reçoit

chaque molécule, se communiquent à la masse entière ; c'est par-là

que l'action du soleil
,
qui est insensible sur une molécule isolée,

produit sut l'océan, des effets remarquables ; et c'est la raison pour

laquelle le flux et le reflux sont insensibles dans les lacs et dans

les petites mers , telles que la mer Noire et la mer Caspienne.

On a vu dans le n°. 10 , la grande influence de la profondeur

de la mer , sur la hauteur des marées. Les circonstances locales de

chaque port
,
peuvent faire varier considérablement celte hauteur.

Les ondulations de la mer, resserrées dans un détroit, peuvent

devenir fort grandes ; la réflexion des eaux par les côtes opposées,

peut les augmenter encore : c'est ainsi que les marées généralement

fort petites dans les isles de la mer du sud , sont très -considérables

dans nos ports.

Si l'océan recouvrait un sphéroïde de révolution, et s'il n'éprou-

voit point de résistance dans ses mouvemens ; l'instant de la pleine

mer seroit celui du passage du soleil au méridien supérieur ou

inférieur ; mais il n'en est pas ainsi dans la natui^e , et les circons-

tances locales font varier considérablement l'heure des marées dans

des ports même fort voisins. Pour avoir une juste idée de ces

variétés , imaginons un large canal communiquant avec la mer,

en s'avançant fort loin dans les terres. Il est visible que les ondula-

tions qui ont lieu à son embouchure , se propageront successive-

ment dans toute sa longueur , en sorte que la figure de sa surface

sera formée d'une suite de grandes ondes en mouvement, qui se

renouvelleront sans cesse , et qui parcourront leur longueur, dans

l'intervalle d'un demi-jour. Ces ondes produiront à chaque point

du canal , un flux et un reflux qui suivront la loi précédente
;

mais les heures du flux retarderont à mesure que les points seront

plus éloignés de l'embouchure. Ce que nous disons d'un canal

,

peut s'appliquer aux fleuves dont la surface s'élève et s'abaisse par

des ondes semblables ,' malgré le mouvement contraire de leurs
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eaux. On observe ces ondes , dans toutes les rivières
,
près de

leur embouchure; elles se propagent fort loin, dans les grands

fleuves , et au détroit du Pauxis , dans la rivière des Amazones

,

à quatre-vingts myriamètres de distance à la mer, elles sont encore

sensibles.

1 8. Considérons présentement l'action de la lune , et supposons

que cet astre se meut uniformément dans le plan de l'équateur. Il

est clair qu'il doit exciter dans l'océan , un flux et un reflux sem-

blable à celui qui résulte de Faction du soleil : les deux flux par-

tiels produits par les actions de ces astres, se combinent sans se

troubler mutuellement , et leur combinaison produit le flux com-

posé que nous observons dans nos ports. Cela posé, en marquant

d'un trait pour la lune, les quantités/,, r, 4, S B, relatives à

l'action du soleil; la hauteur de la mer due à l'action de la lune,

sera exprimée par la fonction

—;— . cos. (2 n t+ 2 •sr— 2-4-'— ïa'J,

B' et k' étant deux nouvelles arbitraires ; la hauteur entière^ de la

mer , due aux actions réunies du soleil et de la lune , sera donc,

B.L
N

B'.L'
y= —5— . cos.( int-\- 2^—24—2AJ 1 — . cos. (2 nt\ 2-s-—24-'—2 h'),

On voit par cette formule
,
que la hauteur des marées doit varier

considérablement avec les phases de -la lune. Cette hauteur est

la plus grande , lorsque les deux cosinus de l'expression de y
sont égaux à l'unité , et alors , elle est la somme des quantités
BL B'.L
—T et —

3
—

• Elle est la plus petite , lorsque le cosinus affecté du

plus grand coefficient , étant 1 , l'autre cosinus est — 1 ; et alors

HT
elle est égale à la différence des deux quantités précédentes. Si —

•
B ' L'

T
surpassoit —-— , le maximum et le minimum de cette hauteur

auraient lieu , lorsque le premier cosinus seroit 3 ; et par consé-

fi' ï r

quent , ils arriveraient à la même heure du jour. Mais si —j
r'
3

. B.L
surpassoit —— , la plus petite marée aurait lieu , lorsque le pre-
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inier cosinus seroit — 1 , ou à l'instant de la basse mer solaire

;

l'heure de cette marée seroit donc à un quart du jour de distance de

l'heure de la plus grande marée. Voilà donc un moyen simple de

i. i / -, BL B ' L
, ,

reconnoitre laquelle des deux quantités —— et —-— , est la plus

grande. Toutes les observations faites dans nos ports , concourent

à faire voir que la seconde surpasse la première.

Les constantes arbitraires B, B', a et a', donnent lieu à plusieurs

remarques importantes. Si l'on avoit a — a', la plus grande marée

auroit lieu au moment de la pleine ou de la nouvelle lune , et

la plus petite marée arriverait au moment de la quadrature. Eu
effet , au moment de la plus grande marée , les deux angles

-2.(nt-\-'&— 4— K) et 2.(nt+is-— 4'— K ') sont égaux à zéro, ou

à un multiple de la circonférence ; leur différence est pareillement

nulle , ou multiple de la circonférence ; ce qui dans le cas de a= a',

suppose la lune en conjonction ou. en opposition au soleil. Suivant

les observations faites dans nos ports , la plus grande marée suit

d'environ un jour et demi , la nouvelle ou la pleine lune ; en sorte

que 4'— 4 est positif et égal au mouvement synodique de la lune,

pendant un jour et demi ; a'— a est donc négatif, et par consé-

quent a surpasse a'.

On aura une juste idée de ce phénomène , en imaginant , comme

ci-dessus, un large canal communiquant avec la mer, et s'avan-

çant fort loin dans les terres , sous le méridien de son embouchure.

Si l'on suppose qu'à celte embouchure , la pleine mer a lieu à

l'instant même du passage de l'astre au méridien , et qu'elle em-

ploie vingt et une heures à parvenir à son extrémité ; il est visible

qu'à ce dernier point , la marée solaire suivra d'une heure , le

passage du soleil au méridien ; mais deux jours lunaires formant

2,p,irs
,070 solaires , le flux lunaire ne suivra que de 3o' le passage

de la lune au méridien. Dans ce cas , l'angle a est une heure

convertie en degrés, à raison de la circonférence entière pour

un jour; ce qui donne a= 4o°. L'angle a' est l'intervalle de 5o',

converti de la même manière en degrés , ce qui donne a'= ia°. Si

l'extrémité du canal est plus orientale que son embouchure, d'un

certain nombre de degrés ; il faudra les ajouter aux valeurs pré^-

cédentes
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cédentes de a et de a', pour avoir leurs véritables valeurs. Dans

l'hypothèse que nous considérons , B et B' sont les mêmes , et

l'angle a— a' est égal au mouvement synodique de la lune, dans

l'intervalle de vingt et une heures ; la différence des valeurs de a

et de a', ne fait que reculer de vingt et une heures, les phénomènes

des marées qui ont lieu à l'embouchure où a= a', et il est clair que

ce résultat a également lieu pour un système quelconque d'astres

mus uniformément dans le plan de l'équateur.

Imaginons présentement, que le canal dont nous venons de par-

ler , ait deux embouchures : si l'on suppose —— ==m , la marée qui

a lieu à la première embouchure par l'action de L
,
produira à

l'extrémité du canal , une marée dont la hauteur sera exprimée
B.L

par ——,cos.(2nt+2^—«24-

—

umT) , T étant l'intervalle de temps

que la marée emploie à se transmettre de la première embouchure,

à l'extrémité du canal. Pareillement , la marée qui a lieu à la

seconde embouchure, produira à l'extrémité du canal , une marée
CL

dont la hauteur sera représentée par—;

—

.cos.(2/it-{-2^-24--2mT'),

T' étant l'intervalle de temps que cette marée emploie à se trans-

mettre de la seconde embouchure , à l'extrémité du canal , et le

coefficient C dépendant de la hauteur de la marée à cette seconde

embouchure. La hauteur entièrey, de la marée à l'extrémité du
canal

,
produite par l'action de l'astre L , sera donc

B.L CL
. COS.(2nt+2K—2-\~2mT) -\ —-.C0S.(2nt+2^r—2-\—2mT ).

Si l'on fait,

B,= ^S i+Ci+aBC.cos.am(T'—T)j
B . sin. 2 77i T+ C . sin. 2m T'

Sin.2A= —— ,•

on aura
B .L

y=-~-.cos.(2nt+2^r— 24— 2 A
/y
).

On voit par-là
,
que B, dépend , ainsi que r.

t , de la valeur de m
,

ou de la rapidité du mouvement de l'astre dans son orbite
j

MÉCAN. cél. Tome II. F f
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et il est clair que si le canal avoit trois ou un plus grand

nombre d'embouchures, les valeurs de B
t
et de *, seroient plus

, r . n, B.L B'.L' .

composées. Le rapport des coeiiiciens —— et —-— , donne par les

observations des marées, n'est donc point exactement celui des

L 11
forces — et — ; il peut être fort différent dans les différens ports,

y3 ,- 3

et ce n'est qu'en ayant égard à la différence des valeurs de B et

de B', que l'on peut déterminer par les phénomènes des marées, le

rapport des forces du soleil et de la lune.

Si dans le cas où le canal que nous venons de considérer , n'a

que deux embouchures, Cest égal à —B ; c'est-à-dire, si la haute

mer a lieu à la première embouchure , à l'instant où la basse ifie*

a lieu à la seconde embouchure ; si, de plus, T=^T\ ou, ce qui

revient au même, si les deux marées emploient le même temps à

parvenir à l'extrémité du canal ; on aura B
t
= o , et il n'y aura

point de flux et de reflux à cette extrémité , en vertu des oscil-

lations dont la période est d'un demi-jour. Ce cas singulier a été

observé à Bataha, port du royaume de Tunquin, et dans quelques

autres lieux.

La grande variété des circonstances locales qui, dans chaque

port, influent sur les marées, doit donc en produire de considéra-

bles dans ces phénomènes , et il n'est probablement aucun cas pos-

sible qui n'ait lieu sur la terre. Mais puisque les constantes B et \

seroient les mêmes pour le soleil et la lune , si les mouvemens de

ces astres étoient égaux; il est naturel de supposer que leurs dif-

férences sont proportionnelles aux différences de ces mouvemens ;

nous adopterons donc cette hypothèse, et nous verrons qu'elle

satisfait avec une précision remarquable , aux observations. Nous
ferons ainsi

,

a = O— mTj
B=P.(i — 2mQ),

O, T, P et Q, étant les mêmes pour le soleil et la lune. Nous
donnerons dans la suite

_, le moyen de déterminer ces constantes ,

dans chaque por*
,
par les observations,
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10. Voyons maintenant, ce qui doit arriver , lorsque le soleil

et la lune, toujours mus dans le plan de l'équateur, sont assujétis

à des inégalités dans leurs mouvemeus et dans leurs distances. Les

forces partielles

,

aL 3L— . fsin.
s — '} , et —r.sin. 9.cos. 9,

trouvées dans le n°. 16, ne seront plus constantes; mais elles varie-

ront avec une grande lenteur, et la période de leur variation sera

d'une année. Si la dux'ée de cette période étoit infinie , ces forces

n'auroient d'autre effet, que de changer la figure permanente de la

nier qui parviendroit bientôt à l'état d'équilibre. Mais quoique cette

durée soit finie , on a vu dans le n°. 6
,
qu'en vertu des résistances

que la mer éprouve , on peut la considérer comme étant à chaque

instant, en équilibre sous l'action de ces forces , et déterminer dans

cette hypothèse , la hauteur correspondante des marées. On a vu
de plus

,
que quelle que soit la profondeur de la mer , la hauteur

des marées , due à l'action de cep forces, est

{ 1 -f- 3. cos. a 0} L

**-R)
'

Si dans les parties des forces solaires (^4) du n°. 16, qui sont

multipliées par le sinus et le cosinus de l'angle 2 nt-\- 2 «— 24., on
substitue au lieu de r et de 4 , leurs valeurs ; chacune de ces parties

se développera en sinus et cosinus d'angles de la forme 2nt-2qt+2*.,

en sorte que l'on aura

,

51.— .sin.
î
0.co3.2f7z£+<sr

—

4) — siiiSÔ. z.k. cos. 2 (nt—qt+i) ;

3L
1,

~.sm.9.cosJ.cos.2(ni+ 'sr-l)= sm.6.cos.9.^.&.cos.z(nt-gt+s)j

Si ..."
.—j.sin. fl.sm. 2(nt+v— 4-)= sm. 9. Z.&.sin. 2 (nt— çt+t) ;

le signe s des intégrales finies servant ici à désigner la somme de

tous les termes de la forme i£.cos.sin.2f7z£

—

gt+î), dans les-

quels le premier membre de chacune de ces équations peut se

décomposer.

Ff 2
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Le plus considérable de ces termes , est celui qui dépend de l'angle

27it— zmt+2vr
}
et qui produit le flux et le reflux de la mer,

dans le cas que nous avons examiné ci-dessus , où le soleil seroit

mû uniformément dans le plan de l'équateur, en conservant tou-

jours la même distance à la terre. Les autres termes peuvent être

considérés comme le résultat de l'action d'autant d'astres particu-

liers , mus uniformément dans le plan de l'équateur. C'est de la

combinaison des flux et reflux partiels dus à l'action de tous ces

astres
,
que se compose le flux et le reflux total dû à l'action du

soleil.

Si l'on nomme /, la masse de l'astre fictif dont l'action produit

le terme dépendant de l'angle 2nt— 2qt+2î, et a sa distance au

centre de la terre ; on aura

—- = k , ou — = f k.
se' . a3 3

On a vu dans le n°. précédent
,
que le soleil étant supposé mû

uniformément dans le plan de l'équateur, avec un mouvement
angulaire égal à mt, la partie de l'expression de la hauteur delà

mer, dépendante de l'angle 2nt— 2iTit+2 '<&, est égale à

P. Ci

—

2m Qj.— .cos. 2 (nt— mt+vr— O +mT) ,

les constantes P, Q, O et Tétant les mêmes pour tous les astres.,

quel que soit leur mouvement propre 5 la somme de toutes les

marées partielles dues aux actions de tous les astres /, /', l", &c. r
sera donc

,

/
X,P.(\— 2 qQ),-~ .cos. 2 (nt— qt+ s— O+ qT),

a*

et par conséquent , elle sera

S2.P

—-.z.k.cos.2(nt— qt+s— O+ qT)

H — .— . S . /L sin. 2(nt— qt+t— 0-\-çT)
7

la différentielle étant prise en supposant nt, constant. Mais on a

par ce qui précède

,

£.£.cos, 2(nt— qt-{-i— O+ qT) = —-.cos. 2(nt+^—4— *)?
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le temps t étant diminué de T, dans les variables nt, 4 et r du second

membre de cette équation , et a étant égal à O— n T; la partie de

la hauteur de la mer , due à l'action du soleil , et dépendante de

l'angle 2 n t+ 2 -ar— 2 4 , est donc avec les conditions précédentes

,

n L d (L 1P. ~.cos.2.(nt+^—4

—

*) + PQ.— . {
—.smi2(nt+«r—4"

—

K) }
r3 ai, \ r J

Si l'on transporte à la lune , ce que nous venons de dire du soleil
;

on trouvera que la partie de la hauteur de la mer, due à son action,

et dépendante du mouvement de rotation de la terre , est

P. —.cos. 2(nt+'&—4'

—

h) + PQ'-T' I
-rr.sin. 2('«*+-»—4'—\) } )

r d dt
(^ T

J
J

le temps t devant être encore diminué de T, dans cette expression.

La partie indépendante du mouvement de rotation de la terre,

sera

fi +3- cos. aflj V

8ght
En réunissant tous les termes dus à l'action du soleil et de la lune,

on aura pour l'expression approchée de la hauteur *y de la mer

,

1+3. COS. 2
*y = — ;-{?+^}

4ri)
IL L'

+ P. <— .cos. 2(nt-fw—4—*)+-r;.cos.2(nt+it—4'—\)
f

d ( L L' "»

+ PQ.— . I — .sin.2(
,

7z£+<ar—4

—

*) +—.sm.2(nt+it—4-'--*) If

e temps t devant être diminué de T, dans les termes multipliés

par P et par Q , et la différentielle étant prise en faisant nt
constant.

20. Examinons enfin le cas de la nature , dans lequel le soleil

et la lune ne se meuvent pas dans le plan de l'équateur. Nous avons

donné dans le n°. 16, la manière d'obtenir les forces solaires et

lunaires décomposées parallèlement à trois droites perpendicu-

laires entre elles , et il en résulte

,
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i°. Que ces forces décomposées parallèlement au rayon terrestre,

sont

— . sin. v . cos. p. cos. (nt+

m

— 4)

+— . sin. v'. cos.</ . cos. f ra £+ «s-— 4')

, sm. !
5 . <! ,

,

L— . COS.V. COS. 2(nt+^r— 4)

+— . COS.V'. COS. 2('7Z£-f'3r—49
?'

s , que ces forces décomposées perpendiculairement au rayon ter-

restre , dans le plan du méridien , sont

i. sin. 2 S.
j
—

. (i— 5. sin."p)+— . (i— 5. sin.V
|

(L
l-.sm. v.cos. v .cos. (nt+'sr—4)

+ 3. cos. 2 5J ri

I +— . sin. v'. cos. v' . cos. ftzi+ «— 4'.)

Î—
.COS.

s f.COS.2(Vz2+'3r— 4,)
j

+— . COS.' f'. COS. 2 ('«^4- -ar— 4',)
}

5°. que ces forces décomposées perpendiculairement au plan du

méridien , sont

L
,

— .sin. v. cos. p. sin. (^-H^— 4)
i$.cos.6.<!

+— .sin.v'.cos.f'.sin.('wi4- -s-— 4')

l—.cosSv.s'm. 2(711+™— 4)
-i. Sin.6.<r v

+— .cos.V'. sin. 2 f«£+-»

—

4')
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Les forces partielles

,

__i_J. L. \—-.(\—o.sin.V;+-^.(i—o.sm.V;>/
4 [ r3 »*

J

4.sin.2Ô.(4-ri— 3.sin.VJ + ^.fi—5.sm.V;l ,

l r3 r 6
]

croissant avec une grande lenteur; on peut , comme on l'a vu dans

le n°. précédent, supposer que la mer est à chaque instant, en équi-

libre sous l'action de ces forces; et dans ce cas , la valeur de «y,

A -4-3. cos. aô) f L , _ .
- , , ,

%>' , «•'« m!

8g•0-v)
donnée par le n°. 6, représente la hauteur de la mer, due à l'action

de ces forces.

Les forces partielles dépendantes de l'angle 2nt+2^+ &c.

,

peuvent être décomposées en différens termes multipliés par les

sinus et les cosinus d'angles de la forme 2 n t—-2 qt+ -2 e. On s'as-

surera , comme dans le n°. précédent
,
qu'il en résulte dans l'ex-

pression de la hauteur de la mer, une quantité égale à

„ fL.co3.a
i/ , , L'.cos.V : • .. 1

P. \
: . COS.2('7ZÊ+ •w—-\—A ) -1 . cos.2( nt+v—4—h)

}

(. »
r J

-,~ d (L.cos.V . , , I/.cos.V .
"1

+ PQ.—.1 —-—.sm.2(7z£-f-«-4-\)4 y3
— •sm.zÇnt+'sr—l -*) >,

k temps t devant être diminué de T, dans ces termes , et la diffé-

rentielle étant prise en faisant nt constant.

Il nous reste à considérer la partie des forces précédentes
,
qui

dépend de l'angle nt+^+ &c. Cette partie peut se développer en

termes multipliés par des sinus et cosinus d'angles de la forme

nt— qt-\-e
, q étant fort petit relativement à n. Chacun de ces

termes produit dans l'intervalle d'un jour à-peu-près, un flux et

un reflux analogues à ceux que produisent les termes dépendans

de l'angle znt— 2<^+2s, avec la seule différence que le flux rela-

tif à l'angle n t— qt-H > n'a lieu qu'une fois par jour , au lieu que

le flux relatif à l'angle 2 n t— 2 q t+ 2 « , a lieu deux fois par jour.

On trouvera facilement
,
par l'analyse des n03

. précédens
,
que la
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hauteur de la mer, due aux forces dont la période est à-peu-près

d'un jour, peut être représentée par la formule

.

>

( L L' 1
j4* \ —.sm.p.cos.v.cos.(/it+™-'l-y) +— .sm.v'.cos.p'.cos.(nt~\-'®-4-

/
- y) \

y-.| —.sm.pxos.p.ain.(nt+^~4--y)+ -^.smV.cos.p'.sin.(nt+'^-4
r- ,

y) \ »B

*J'
=

—

^, B et y étant trois constantes arbitraires que l'observation peut

seule déterminer dans chaque port; les différentielles étant prises

en faisant n t constant , et le temps t devant être diminué d'une

constante T", que l'observation peut seule déterminer.

Si l'on réunit maintenant toutes ces hauteurs partielles de la mer;

on aura pour sa hauteur entière *y ,

fi+ S.cos.aGj

BgAx-
'bp)

( L L' )

| *-j--Ci— o.sin.*i>) +— .(i— S.sin.V,)
[

( L L' )
•\--A- \

—.sin.f.cos.v.coa.(ntJr^-4--y) •\--^-sin.v'.cos.v'.cos. (iit+vr—l'-y)
[ rJ r J

J

'l-B.—.l —An.vxos.vsm.(ntJr^-4'-y)+ -^-sm.v'.cos.p'.sin.(nt+'m-4-'-y) ; (0\

4-.P-! —.cos.?v.cos.2(nt-\-'!»~4--^) -\
—-.cos.V'.cos. 2(nt+-^-4-'-^)

\

^PQ.—J
)
—cosSv.sin.2(nt+tt^-K)+ —.cos.''p'.s'm.2(nt+v-4'-*) <i

ut [r* r j
J

expression dans laquelle on doit observer de prendre les différen-

tielles , en supposant n t constant , et de diminuer le temps t , d'une

constante T' , dans les termes multipliés par ^ et B , et d'une

constante T, dans les termes multipliés par P et Q ; ces constantes

devant être, ainsi que ^t , B , >, P , Q, S déterminées dans

chaque port
,
par les observations.

CHAPITRE



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE IV. *53

CHAPITRE IV.

Comparaison de la théorie précédente > aux observations*

11, Développons présentement les principaux phénomènes
des marées

,
qui résultent de l'expression précédente de y , et

comparons-y les observations. Nous distinguerons ces phénomènes

en deux classes, l'une relative aux hauteurs des marées , et l'autre

relative à leurs intervalles , et nous les considérerons à leur maxi-

mum vers les sysigies , et à leur minimum , vers les quadratures.

Des hauteurs des marées vers les sysigies.

Les instans de la pleine et de la basse mer sont déterminés par

dy
l'équation --= o ; or on peut , en différentiant l'expression pré-

cédente de uy , supposer les quantités v ,
*>', r , r'} 4- et 4-' cons-

tantes
,
parce que ces quantités variant avec beaucoup de lenteur,

l'effet de leurs variations est insensible sur les hauteurs de la pleine

et de la basse mer ; car on sait que vers ces deux points de maxi-

mum et de minimum , une petite erreur dans le temps t, est insen-

sible sur la valeur de y. On peut négliger pareillement sans erreur

sensible , le terme de l'expression de ay
, multiplié par B ; car

les oscillations dépendantes de l'angle nt-^™, et dont la période

est d'un demi-jour à-peu-près , étant très-petites dans nos ports;

il est fort vraisemblable que le coefficient B est insensible : nous

verrons même dans la suite, que Q est très-peu considérable; en

sorte que nous ferons d'abord , abstraction du terme qu'il inulti-

dy
plie. L'équation ~=o, donnera ainsi,

o=—-. | —.sm.v.cos.v.sm.(nt-\-'n-4-y)+ -77. sm.v'.cos.v'.sm.(nt+'ar-4
,

-y) \âr (r r 6
J

+ — . cos.Vsin. 2(nt+<v—4~~*-)+ -r;,cos.
a
v'.sin. 2(nt+®—4'—*)-

r3 r 3
,

MicAN. cÉL. Tome IL G g



234 MÉCANIQUE CELESTE,
A

La fraction — est très-petite dans nos ports, et l'on verra ci-après

,

qu'à Brest, elle est tout au plus — ; on peut donc la négliger sans

crainte d'erreur sensible. L'équation précédente donne ainsi

,

—.cos.V.sin. 2f4

—

4-')

tang. 2 (ni+ «s—4'

—

x) -—
jj

r
, cos.V+— . cos.V • cos. 2 (4

—

4')
r

Il faut maintenant, substituer dans l'expression de y, la valeur de

nt+v?— 4' déterminée par cette équation. Soit {A) ce que devient

alors la fonction

( L L' ")

*d . \—.sin.p.cos.p.co5.(nt+ ^—l-y)+ —ysin.p'.cos.p'.cos.(nt+ ^—l'-y) \;

aj——
8g,

on aura

(i +3. cos. ai;

^
c
-^^.{^.ri-5.sin.v;+^.ri-3.sin.v';}+(-^;

r±zP. |/ [— .cos.VJ -1—-.cos.V.— .cos."v .cos. n(4-'— 4-) +
[
-rj.cos.**'

J

le signe -f ayant lieu pour la haute mer, et le signe — pour la

basse mer.

Supposons que cette expression se rapporte à la pleine mer du

matin ; on aura l'expression de la hauteur de la pleine mer du

soir , en augmentant les quantités variables , de ce dont elles crois-

sent dans l'intervalle de ces deux marées ; il faut, par conséquent,

changer le signe de (A), parce que l'angle nt+ ™—4— y, aug-

mente d'environ deux angles droits, dans cet intervalle ; la petite

différence pouvant être négligée, à raison de la petitesse de (A);
n.(A) est donc la différence des deux marées d'un même jour.

Nommons présentement,^ la demi-somme des hauteurs des ma-

rées du matin et du soir
;
y' sera ce que nous entendrons dans la

suite
,
par hauteur moyenne absolue de la marée d'unjour. On aura

à très-peu près

,
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(i-\-5-cos.zQ) (L .
1/

*-K)
[^-.fi— 5.sin.V;+—.(t—- o.sin.Vj

j

+P- J/ f^-. cos.V
)

2+—.côs.V.—.cos.V.cos.a(4'— 4-) + ( jtj- cos.Vj >

toutes les variables de cette expression, étant relatives à la basse

mer intermédiaire entre les deux marées du matin et du soir,

et devant par conséquent , se rapporter à un instant qui précède

de T, cette basse mer. Il est très-vraisemblable que la partie de

cette expression, qui n'est pas multipliée par P, se rapporte à

un instant différent ; mais cette partie est si petite par rapport à

l'autre, que l'on peut sans erreur sensible, les rapporter toutes

deux à l'instant qui convient à la plus grande.

Si l'on nomme (A') ce que devient (si), à l'instant de la basse

mer intermédiaire entre les deux marées du matin et du soir ; la

hauteur de cette basse mer sera,

\~f(l—3.sin.v;+^.<ri—5.sin.V;]+M;

•*K)
—P.]/ f~.cos.Vj +^—.cos.V.—• .cos.V.cos.2f4'—4J-H tj-cos.V

En retranchant cette expression, de la hauteur moyenne absolue de

la marée du jour ; on aura ce que nous nommerons marée totale,

qui n'est ainsi, que l'excès de la demi-somme des deux marées d'un

.jour, sur la basse mer intermédiaire. Représentons cet excès parj/'y

on aura

y=-fcO+aP.(//^.cos.vY+^.cos.V.^.cos.V.cos.2a^;+(^xos.vY.

Enfin , la différence de deux basses mers consécutives , sera

Vers le maximum des marées , ou vers, les sysigies , l'angle

4'— 4 est peu considérable, puisqu'il est nul au maximum ; on

aura donc à-peu-près , à l'instant de la pleine mer , ht+&—4 = A-

En substituant cette valeur dans la fonction (A) ; on aura dans

Gg a
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la supposition où le temps t doit être diminué de T, dans celte

fonction, comme dans la fonction multipliée par P,

(A)~— ^i. } — .sin.f .cos.-e+ — .s'm.p' .cos.p' >.cos.(k— y).

(^4.) étant très-petit , l'erreur de la supposition précédente doit

être insensible. La fonction (-*£') devient à très-peu près

,

(^4')=^d. I —.sin.^.cos. p+ — .sin.f/.cos.v' |
.sin.(y— *).

On peut même, vu la petitesse de ces fonctions
, y supposer *= >>

ce qui rend (u4') nul. Cela posé , si dans les termes multipliés

parP, des expressions de^' et dey", on néglige la quatrième puis-

sance de 4'—4; on aura vers les sysigies .

, f I -)- 3.COS.2ÔJ

y îT\ • 1 t-fi— 5.sm.' v) + -7T. (i—5 . siii.V [
\ (. r

3 T 3
J

f L L' )+ P.
j
— .cos.V+— .cos.V

j-

_ I L'
2P.— .COS. f .— .cos V
r-1

ir
L -W—Ar+ï?};

— . cos.V+— . cos.V
,3 y J

*.= ,kï*2 P. < — .COS.V + -.COS.V }
( r3 r 3

J

4P. — .cos.V.— .cos.V'
r3 r 3

ï L' T,
*

— . cos.V+— . cos.V
r3 r 3

{a'—±y+k?};

q étant la variation de l'arc 4'— 4 , dans l'intervalle des deux

pleines mers consécutives. L'addition des termes qui en dépen-

dent, est fondée sur ce que la véritable valeur de 4'— 4 de l'ex-

pression de j/, est la demi-somme des quarrés (4-'— 4T, relatifs

aux deux pleines mers consécutives , et il est facile de voir que

cette demi-somme est égale à f4'

—

AT+ ^q*, l'arc 4'—4 se rappor-

tant ici à la basse mer intermédiaire. Ainsi les variables des deux
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formules précédentes , se rapportant à cette basse mer , le quarré

(4'— 4)* doit pour plus d'exactitude , être augmenté de \q* dans

l'expression dey'; et de \q" dans celle de y".

1

1

. Développons les expressions de y' et de y", relatives aux
équinoxes et aux solstices, pour déterminer l'influence des décli-

naisons des astres sur les marées. Le terme

7 3vi7F-^1—a-sm.v;+— .Ci— o.sin.V;[,

^•('-s-J
J

de l'expression dey', est très-petit ; on peut donc y supposer sans

erreur sensible
,
que les variables r , v , r, v se rapportent à l'ins-

tant même de la sysigie. Lorsque l'on fait une somme des valeurs

dey , relatives à deux sysigies consécutives , on peut supposer

dans le terme précédent, r égal à la moyenne distance de la lune à

la terre dans les sysigies ; car il est visible que si la lune est apogée

dans une sysigie , elle est à-peu-près périgée dans la sysigie sui-

vante, r est à-peu-près égal à la moyenne distance de la terre au

soleil, dans les sysigies des équinoxes; et si l'on considère autant

de sysigies vers les solstices d'hiver
,
que vers les solstices d'été

,

on peut supposer encore r égal à cette distance moyenne.

— .cos.V+77* cos-**'
/

[del'expression dey', change

sensiblement dans l'intervalle de quelques jours , et comme elle

est considérable dans nos ports , il est nécessaire d'avoir égard à

sa variation. Pour cela, soit s' l'inclinaison de l'orbe lunaire à

l'équateur , et r' la distance de la lune au nœud ascendant de son

orbite sur l'équateur; on aura sin. t>'= sin. s'.sin. r', et par con-

séquent
,

cos.V= 1— j.sin.V+ ^.sin.Y.cos. 21"'.

Nommons t, le temps écoulé depuis le maximum de la marée,

jusqu'au moment d'une observation quelconque , t étant négatif

relativement aux observations antérieures à ce maximum ; on aura,

en négligeant les puissances de t, supérieures au quarré, et en

supposant le mouvement de la lune, dans son orbite, uniforme
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pendant le temps t, ce que l'on peut admettre sans erreur sensible

j

dT' . , .

'

, /dvy .

cos.V = cos.V

—

t.——.sm. si.sm.'2T — ?.[——) . Sin.V . COS. 2T ;
dt \dt )

les valeurs de v', de r' dans le second membre de cette équation , se

rapportant à la sysigie. Dans les équinoxes et dans les solstices

,

sin. 2 r'est nul à-peu-près; en ne considérant ainsiles sysigies, que

vers ces points , le terme de l'expression de cos.V', multiplié par la

première puissance de t, disparaît delà somme des valeurs dey',

sur-tout si l'on en considère un assez grand nombre
,
pour que

les valeurs positives et négatives de sin. 2 r' se détruisent mutuel-

lement 5 on aura donc alors,

cos.V— cos.V'

—

^•( _t~) • (sin.V— 2.sin.V'}.

Prenons pour unité de temps , l'intervalle des deux marées consé-

cutives du matin , ou du soir , vers les sysigies , intervalle d'envi-

ron i
ioni',027i. Soit v

, le moyen mouvement synodique de la lune,

dans cet intervalle ; on aura dans les sysigies , en ayant égard à

l'argument de la variation
,
qui vers ces points , augmente cons-

tamment le mouvement lunaire

,

et par conséquent,

cos.V'= cos.V'—1,1 65 . £V . {sin.V— 2 . sin.V }

.

La variation de — peut être négligée , lorsque l'on considère à -la-

fois , deux sysigies consécutives. On peut négliger pareillement,

les variations de — et de sin.V , comme étant peu sensibles dans

l'intervalle d'un petit nombre de jours : elles se rapportent d'ail-

leurs , à l'action du soleil
,
que nous verrons ci-après , être trois

fois moindre que celle de la lune.

Il nous reste à considérer le terme

2iJ .— . cos.-^ .— . cos.V
T
z T

'3

L L'—.cos.V+ —.cos.V
r r 3

(V—\r.
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de l'expression de y'. Si l'on nomme a et r pour le soleil , ce que

nous avons nommé î et r' pour la lune ; on aura à fort peu près,

en observant que î diffère très-peu de a, et que siri. (V+r^'est

à-peu-près nul dans les sysigies des équinoxes et des solstices

,

cos.i>.cos.t/.C4'— 4.) = cos. ( :—-j.fr'— T) ;

ce qui change le terme précédent ; dans celui-ci

,

2P.j-î;. co,.(i+i\. t
.„.

r 3 r * \ a /

~l r " *

— .cos.V 4- -—.cos.V
r 3 ?• 3

Cela posé; si l'on nomme Y', la somme des valeurs dey", corres-

pondantes à 2 i sysigies des équinoxes , on aura

zi.(i-\- 3.COS.2SJ

«g
^^•fê-^5.»in:^+f.ïV-3.sm.^7)

;+2ïP.|—.COS.^+^.COS. 2/^"']

7T- cos
- {—)

—2iP.~.(t'+ ^-J.
u\Ji,i65.(sm.^'-2.sm. s

F'')i
—-.cos.'/^-f—.COS.

1/^' !

Dans cette expression, cos. 2/^, cos.
2/^', sin.

2/^' et cos." [
—'—

1,

sont les valeurs moyennes entre toutes les valeurs correspon-

dantes de cos.V, cos.V', sin.V', et cos.
2

(

J,
relatives aux 21

sysigies. La même expression peut représenter encore la somme des

valeurs dey' dans 2 i sysigies des solstices , dont la moitié se rap-

porte aux solstices d'hiver.

Considérons présentement l'expression de y". Le terme

\A. \ — .sin.p.cos.f+— .sin.v'.cos. v' V,

est très-petit dans nos ports ; il est nul dans les sysigies des équi-

noxes ; il disparoît encore, de la somme des valeurs de y", si l'on
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considère deux sysigies consécutives , et autant de solstices d'hiver

que de solstices d'été. En nommant donc Y" la somme des valeurs

dey", correspondantes à 2i sysigies des équinoxes, on aura

Y"= lkiP. [£.cos.V^+^.cos. 2^'

j

An65.Csin.V- 2 sin.
8/^';-

/^.cos.V^+^-.cos.V^'

cette expression représente encore la somme des valeurs de y"

dans 2 i sysigies des solstices.

Voyons maintenant ce que les termes dépendans de Q , et que

nous avons jusqu'ici négligés, ajoutent à ces expressions de Y' et

de Y". Pour cela, reprenons l'expression (O) de ety , du n°. 20.

, . . e?.cos.sf
Dans les équinoxes et dans les solstices, — est nul j on peut

négliger la différentielle de —, divisée par dt, lorsque l'on con-

sidère l'ensemble de deux sysigies consécutives : nous négligerons

PQ'-r -\-T . cos.*v.sm.* (nt{<&—4— h) L

vu la lenteur des variations de v , 4 e t ?*, et parce que — est trois

fois moindre que — . Le terme dépendant de Q, dans la formule (O),

ajoutera ainsi, à l'expression de <*y, la quantité

H' 1

dt V
d\' L'— 2P Q.-^-.— .cos.V .cos.

2

(nt-\-&~-\ — *).

Or on a,

d-V
s ,

dr
,

-r-.cos.v =—— .cos.e = m .cos. s ,
dt dt

m't étant le moyen mouvement de la lune; le terme précédent

devient ainsi

,

11-— a m'P Q. cos. s'.— . cos. 2 (n t+v— 4'

—

h)-

De-là



PREMIERE PARTIE, LIVRE IV. a4i

De-là il est facile de conclure que dans les sysigies des équinoxes

ou cos. v'= i à fort peu près , le terme dépendant de Q ne fait

que changer dans les expressions de cty
, Y' et Y" , L' en

L'.(i—

2

m'Q. cos.i) , et que dans les solstices ou cos. t/= cos.s',

L' se change en L'A i 7), en sorte que la différence des
° \ cos.v J

valeurs de L' dans ces deux cas
,
peut servir à déterminer Q.

1

Ô

. Comparons les formules précédentes , aux observations.

Au commencement de ce siècle , et sur l'invitation de l'Académie

des Sciences , on lit dans nos ports , un grand nombre d'observa-

tions du flux et du reflux de la mer : elles furent continuées chaque

jour k Brest
,
pendant six années consécutives , et quoiqu'elles

laissent à désirer encore, elles forment par leur nombre, et par

la grandeur et la régularité des marées dans ce port , le recueil le

plus complet et le plus utile que nous ayons en ce genre. C'est

aux observations de ce recueil
,
que nous allons comparer nos

formules. Ces observations étant compliquées de beaucoup de cir-

constances étrangères à l'action du soleil et de la lune , il faut en

considérer un grand nombre , afin que les effets des causes pas-

sagères venant à se détruire mutuellement, leur ensemble ne pré-

sente que l'effet des causes régulières ; il faut de plus
,
par une

combinaison avantageuse des observations , faire ressortir les phé-

nomènes que l'on veut connoître. C'est ainsi que dans la vue de

déterminer l'effet de la déclinaison des astres , nous avons consi-

déré à-la-fois , deux sysigies consécutives , dont l'ensemble est

indépendant à-peu-près , de la variation de la distance de la lune

à la terre. Pour comparer sur ce point, les observations à la théo-

rie; j'ai prjs dans le recueil cité, vingt-quatre sysigies vers les

équinoxes , et vingt-quatre sysigies vers les solstices , en consi-

dérant toujours deux sysigies consécutives. Voici les jours de ces

sysigies à Brest.

Sysigies des équinoxes.

Années

1711. 28 août, 12 septembre, 26 septembre, i 2 octobre.

1712. 1 septembre, i5 septembre.

Mécan. aÉii. Tome IL Hh
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1714. a5 août, 8 septembre , 25 septembre, 8 octobre.

1716. 18 février, 5 mars, 20 mars, 4 avril, 28 août, i3 sep-

tembre, 27 septembre, 12 octobre.

1716. 20 février, 8 mars, 25 mars, 6 avril, 1 septembre, i5

septembre.

Sysigies des solstices.

Aimées

1711. 16 juin, 5ojuin, 25 novembre, 9 décembre.

1712. 10) juin, 5 juillet, 28 novembre, 1 5 décembre.

1714. ag mai, 12 juin, 27 juin, 11 juillet, 21 novembre, 7 dé-

cembre, 21 décembre.

1715. 5 janvier, 17 juin, 1 juillet, 26 novembre, îodécembre,

25 décembre.

5716. g janvier, 5 juin, 1 g juin.

Dans chacuhede ces sysigies
,
j'ai pris une moyenne entreles deux

hauteurs absolues des deux marées d'un même jour , c'est-à-dire
,

la hauteur moyenne absolue de la mer; j'ai considéré le jour qui

précède la sysigie , et que je désigne par — 1 , le jour de la sysigie,

que je désigne par o, et les quatre jours qui la suivent, et que je

désigne par 1 , 2 , 5 , 4. Plusieurs fois, on n'a observé qu'une seule

des marées de chaque jour
;
j'en ai conclu la hauteur moyenne

absolue , en lui ajoutant la moitié de son excès sur la marée non

observée, excès qu'une première discussion des observations m'a

fait connoitre à très-peu près, tant dans les sysigies des équinoxes,

que dans celles des solstices.

Plusieurs fois encore , la hauteur de la basse mer intermédiaire

entre les deux marées d'un même jour , n'a point été observée.

Pour avoir la marée totale, j'ai supposé, conformément à la théo-

rie
,
que la différence des marées totales , dans deux jours consé-

cutifs, est double à fort peu près , de la différence des hauteurs

moyennes absolues correspondantes. J'ai pris un résultat moyen
entre les marées totales conclues de,. -cette supposition et des ob-

servations des deux jours entre lesquels étoit compris celui que je

considérois.



PREMIERE PARTIE, LIVRE IV. a43

Quelquefois, la loi des basses mers observées, indiquoit évi-

demment une erreur de signe , dans une de ces hauteurs. Dans ce

cas
, j'ai presque toujours regardé comme nulle , l'observation de la

basse mer , et j'ai conclu la marée totale, par la règle que je viens

d'exposer. C'est avec ces précautions
,
que j'ai formé le tableau

suivant, qui présente la somme des hauteurs moyennes absolues

et des marées totales , correspondantes à chacun des jours que j'ai

considérés dans les sysigies précédentes.

TABLE I.

Sysigies des équinoxes.

Jours. Hauteurs moyennes absolues des marées. Marées totales.

—l 3 29
mêtre5

,890 I28ms,ç)88

i56 ,07g i4a ,068

1 i3g ,85i i4g ,542

2 i5g ,962 i5o ,066

5 107 ,479 i43 ,826

4 i5i ,653 i3i ,770

Sysigies des solstices d'été.

— 1 62me,oo4 58me,097

63 ,gi4 62 ,002

1 . 65 ,028 64 ,og5

2 . 65 ,157 64 ,gg5

3 64 ,147 63 ,425

4 61 ,gi4 59 ,186

Sysigies des solstices d'hiver.

—1 65n,e,2ii 6im',098

66 ,456 64 ,967

1 67 ,121 67 ,202

2 66 ,424 67 ,5oo

5 65
,9g8 66 ,187

4 63 ,674 61 ,425

Hh a
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1 4. Considérons d'abord l'ensemble de ces observations. On

aura relativement aux 48 sysigies

,

TABLE IL

Jours. Hauteurs moyennes absolues. Marées totales.

—i 257 ,ne,io5 . , 248me,i85

266 ,449 269 ,037

1 272 ,000 280 ,65g

2 271 ,545 282 ,56i

5 267 ,624 275 ,458

4 267 ,i4i 252 ,58i

En considérant les variations des bauteurs absolues et des marées

totales de cette table ; on voit que les plus grandes marées n'ont

point lieu , le jour même de la sysigie, mais du premier au second

jour. Déterminons la distance de l'instant du maximum des marées

,

à la sysigie , dans les observations précédentes. Pour cela
,
prenons

pour unité , l'intervalle de deux marées du matin ou du soir,

vers les sysigies , et pour époque , l'instant de la basse mer inter-

médiaire entre les deux marées du jour qui précède la sysigie. Soit

pour un jour quelconque voisin de cette phase , a+ bx— ex*, l'ex-

pression de la hauteur absolue d'une marée voisine de la sysigie,

x étant le nombre des intervalles pris pour unité , dont cette marée

suit l'époque. Si cette formule se rapporte à une marée du matin
;

l'expression de la marée du soir du même jour , sera a + b.(x+^)

— c.(x-r^)*, en ne considérant que les inégalités dont la période

est à-peu-près d'un jour , les seules auxquelles il soit nécessaire

d'avoir égard ici, parce que les effets des autres inégalités se com-

pensent dans les observations de la table II. Si l'on ajoute les deux

expressions précédentes, la moitié de leur somme sera ce que nous

avons nommé hauteur moyenne absolue de la marée ,• l'expression

de cette hauteur est ainsi

,

a—^.c+ b.(x +^)—c.(x+ i)\
L'expression de la basse mer intermédiaire , est , suivant notre

théorie , de la forme

a-b.(x+ {) + c.(x-\--
A)%
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*+7 étant le temps écoulé depuis l'époque, jusqu'à cette basse

mer; en nommant donc t, ce temps, l'expression de la marée

totale , sera de la forme

a"+nb.t—2c.t\

Le maximum de cette marée a lieu , lorsque t ==•'— ; cette valeur
2.C

est pareillement la valeur de x, correspondante au maximum de

la fonction a+ bx— cx°.

S
Pour déterminer —

,
par les observations , on peut faire usage

des marées totales de la table II ; mais les hauteurs moyennes abso-

lues de cette table , ayant été observées avec plus de soin
,
que

les marées totales, nous ferons usage de leur ensemble.

Soient donc/,/', /', /'"
, f'

r et fr
, les six sommes que l'on

obtient, en ajoutant la hauteur absolue, à la marée totale de chaque

jour, dans la table II. L'expression analytique de ces sommes sera

de la forme k±-ibt— i c t
a
, et en y supposant successi veinent t— o

,

t==i, t= 2, t~5, t—à, t = 5, on aura les valeurs de/,/',

f",f",f
r,r; d'où l'on tirera,

12 .ic=f"+f'-fr-f;

et par conséquent

b ^* , *-(f'+f'
r+f'"-r-f-f)

ZC ^ 5 .(f"+f»-fr_f)
-

En substituant pour/, /', &c. , leurs valeurs numériques , on aura

—= 2,58i76.
zc

L'intervalle dont le maximum de la marée totale , dans les sysigies

de la table II , a suivi l'instant de la basse mer intermédiaire entre

les deux marées du jour de la sysigie , est donc 1,58176. On verra

ci -après, que l'intervalle pris pour unité, est à fort peu près,

i
jour,027o5; en le multipliant donc par 1,58176, le produit i',62455

exprimera l'intervalle dont le maximum de la marée totale a suivi
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l'instant de la basse mer du matin du jour de la sysigie. Cet instant

est l'heure moyenne entre les deux marées de ce jour, et l'on

trouve par un résultat moyen, qu'elle a été dans les observations

précédentes, o',5g657. On trouve encore
,
par un résultat moyen,

que l'heure de la sysigie dans les mêmes observations , a été à

Brest, o',45667, en sorte qu'elle a suivi la basse mer, deo',06'010;

elle a donc précédé le maximum de la marée totale , de i'-,56445.

Mais comme une erreur de quelques mètres dans ces observations,

peut influer sensiblement sur cet intervalle ; il convient de dé-

terminer d'une manière plus précise , cet élément important de la

théorie des marées.

Pour cela
,

j'ai considéré les hauteurs absolues des marées du

second jour avant, et du cinquième jour après la sysigie j elles

sont à-peu-près à égale distance de part et d'autre du maximum
des marées , et à cette distance , elles varient de la manière la plus

sensible. J'ai ajouté les hauteurs absolues des marées du matin et du

soir , du second jour avant chaque sysigie , et lorsque l'on n'a ob-

servé qu'une seule hauteur, dans un jour, je l'ai doublée. Le recueil

cité d'observations renferme cent sysigies dans lesquelles j'ai pu

me procurer des observations semblables. J'ai trouvé iooogm,,
,470,

pour la somme des hauteurs absolues des marées des seconds jours

qui précèdent les sysigies , et ioion"',886
,
pour la somme des hau-

teurs absolues des marées des cinquièmes jours qui les suivent.

Mais parmi les hauteurs qui précèdent les sysigies , 86 se rap-

portent au matin , et n4 au soir j en prenant donc pour unité,

l'intervalle de la basse mer du second jour qui précède la sysigie,

à la basse mer correspondante du jour suivant, l'heure moyenne

à laquelle se rapporte la première somme , suit celle de la basse

mer du second jour avant la sysigie , de~ , ou de o,o55 de cet

intervalle. Dans la seconde somme, il y a autant de hauteurs du

matin que du soir ; l'heure à laquelle elle se rapporte , est donc

celle de la basse mer du cinquième jour après la sysigie. Ainsi le

milieu de l'intervalle compris entre les instans auxquels ces sommes

se rapportent , n'est pas exactement le milieu de l'intervalle com^
pris entre l'heure de la basse mer du matin , du second jour avant

la sysigie , et celle de l'a basse mer correspondante du cinquième
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jour qui la suit ; mais il se rapproche de cette seconde limite, de

0,0175.

Si les deux sommes ioo9me,470, et ioiome,886 étoient égales, ce

milieu seroit l'instant du maximum des marées ; mais la seconde

somme surpassant la première, de i
mc,4i6, l'instant de ce maximum

est un peu plus près de l'heure de la basse mer du cinquième jour

après la sysigie. La hauteur absolue des marées de ce jour , et du

second jour avant la sysigie , varie à Brest, de orao,i48o3, pendant

une moitié de l'intervalle pris pour unité ; en supposant donc que

l'instant du maximum des marées se rapproche d'un centième de

cet intervalle , vers la seconde limite , la somme des 200 hauteurs

relatives à la seconde limite, sera augmentée de ome,5g2i2, et la

somme des 200 hauteurs relatives à la première limite , sera dimi-

nuée de la même quantité ; en sorte que la différence de ces deux

sommes sera i
mo,i8424; et puisque l'observation donne i™e,4i6pour

cette différence, le maximum des marées doit être rapproché par

cette considération, de 0,01196, de la seconde limite; en ajoutant

0,0175, à cette quantité, on aura 0,02946 pour le temps dont le

maximum des marées se rapproche plus de l'heure de la basse mer
du cinquième jour après la sysigie , que le milieu de l'intervalle

compris entre cette basse mer et celle du second jour avant la

sysigie; ce temps évalué en parties du jour, est à fort peu près

o',o5o22.

Maintenant, le milieu de l'intervalle compris entre ces deux
basses mers, est le même que le milieu compris entre la basse

mer du matin du jour de la sysigie, et la basse mer correspon-

dante du troisième jour qui la suit ; l'intervalle de deux basses

mers consécutives du matin , étant alors V ,02705 , ce second

milieu est éloigné de i',54o58, de la basse mer du matin du jour

de la sysigie. L'heure de cette basse mer peut être supposée o'-,39657,

comme dans les observations de la tabîe II, parce que l'heure

moyenne à Brest , des cent sysigies que j'ai considérées , a été de

o'-,46oio à-peu-près comme dans les observations de cette table ; la

sysigie a donc suivi de o'-,o6356, l'heure de la basse mer du matin,

et par conséquent elle a précédé de i'-,47702, le milieu de l'm-

tervalle compris entre les deux limites. En y ajoutant o'-,o5o22
?
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on aura i>-,5oy24, pour l'intervalle dont le maximum de lamarée à

Brest , suit la sysigie. C'est la valeur que je supposerai dans la suite

,

à cet intervalle.

1D. Déterminons présentement la loi des variations des hau-
teurs moyennes absolues des marées, et des marées totales de la

table II. Pour cela
,
prenons pour unité , l'intervalle des deux

marées consécutives du matin ou du soir , vers les sysigies ; et

nommons h , la quantité dont l'instant moyen du maximum des

marées suit le milieu de l'intervalle compris entre les six jours

d'observation que nous avons considérés. Soit a— b.F, l'expres-

sion générale des hauteurs moyennes absolues des marées de la

table II , t étant la distance à l'instant du maximum. Les hauteurs

moyennes absolues des marées correspondantes aux jours — 1, o,

1,2, 3,4, seront

,

a—b.Cl+bU a—b.a+ Jc)^ a—b.(^+ k)"-; a—b,0i—tyi
a— b.(\— k)*; a— b.(l—k)\

Si de la somme de la troisième et de la quatrième, on retranche

la somme des extrêmes , on aura 12 . b pour la différence. Les résul-

tats de la table II donnent 2g
mo
,2g7 pour cette différence, d'où l'on

tire b= 2
n,e,44i4.

Si l'on représente semblablement par a'—b'.t* les marées totales

de la table- II ; on trouvera de la même manière

,

Suivant la théorie exposée dans le n°. 22, b= ^b' , et par consé-

quent Z>= 2mc,6oo,8. La différence entre cette valeur, et celle-ci,

ame,44i4 que donnent les observations des hauteurs moyennes ab-

solues des marées, est dans les limites des erreurs des observations
;

mais les hauteurs absolues ayant été observées avec plus de soin

,

que les basses mers, nous prendrons pour b , le tiers de lasomme des

deux valeurs de b et de b', données par les observations, et pour b\

le double de ce tiers 5 nous aurons ainsi,

b = 2
me
,5557 ; b'= 5me,io74

Pour déterminer a et a', nous observerons que la somme des six

expressions précédentes des hauteurs moyennes absolues des ma-
rées
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rées , est 6a— b. {^-+ 6. i2
}. Cette forme est par les observations

de Ja table II, égale à i5gi mc,862 ; on a donc,

i5gi me,8ff2 + (¥ + 6^2;.2m<',5537
a-

On a de la même manière

,

iGo6me,239 + C-l+ G k-) . 5ms , 1074
a

6

L'heure moyenne de la sysigie de la table II a été o' ,45667 ; en lui

ajoutant i'-,5o724, distance de la sysigie au maximum de la niarée,

on aura i'-,g65gi pour la distance de ce maximum , au minuit qui

précède la sysigie à Brest. L'instant moyen entre les deux marées

du jour de la sysigie , a été o' ,59657 ; en lui ajoutant \ de l'inter-

valle pris pour unité , et qui est égal à i>-,o27o5 , on aura i'-,g37i5

pour la distance du milieu de l'intervalle compris entre les sis

jours d'observation , au minuit qui précède la sysigie. Si l'on retran-

che cette distance , de i j -,g63gi ; on aura la valeur de k exprimée

en jours et égale à 0^,02676 ; en la divisant par 1,02705, on aura

en parties de l'intervalle pris pour unité , k == o,o26o55 ; ce qui

donne,

a = 272me,76o ; a = 282me,6o6
;

ainsi l'expression des nombres relatifs aux hauteurs moyennes
absolues des marées de la table II , est

272me,76o— 2me,5557 . t* ;

et l'expression des nombres de la même table , relatifs aux marées

totales, est

282me,6o6— 5me,io74.*%-

les valeurs de t, relatives à tous ces nombres , étant respective-

ment,

-*- 2,526o55 ; — 1,526o55 ; — o,026o55 ; o,475g45
;

i/i75g45 ; 2,473g45 ;

En substituant ces valeurs , dans les deux formules précédentes

,

et en comparant les résultats, aux nombres de la table II ; on verra

que les erreurs sont très-petites et dans les limites de celles dont les

observations sont susceptibles.

Mécan. céi/. Tome II. Ii
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Comparons maintenant, ces formules données par l'observa-

tion, aux formules du n°. 22 données par la théorie de la pesan-

teur. Soit e , la hauteur du zéro de l'échelle d'observation , au-

dessus du niveau d'équilibre
,
que la mer prendroit sans l'action

du soleil et de la lune : soit de plus, h la somme des quarrés des

cosinus des déclinaisons du soleil, auxinstans des phases dans les

sysigies de la table II , et h' cette même somme relativement à la

lune ; on aura par le n°. 22
,

5.(i
a — 48 e

8g

a

i+3.cos.3ÔJ (L '".„ _-. L' .. r 1-T—^\7,-(h-^)* Tl
-(h'-^)\

„ (h.L h'.U) b

„ [h.L h'.U
)

b _ ; h

5L
On a vu , n°. 1 1, que—- = on",,i25i6. La latitude de Brest étant de

4 r'g

555685", on a à très-peu près 2 fl = 928650". En négligeant vis-à-

.3
vis de l'unité , la fraction — , très-petite

,
parce que la moyenne

densité /> delà terre , surpasse plusieurs fois celle de la mer 5 on

aura
(i+S.cos.zé) L = ome,02745.

•*H)
Nous verrons ci-après

,
que dans les moyenues distances de la

L' 5L
lune à la terre ,

—= —- ; mais la distance de la lune dans les

sysigies, est plus petite d'environ ~
,
que sa moyenne distance

,

à raison de l'argument de la variation
,
qui diminue constamment

la distance lunaire sysigie; ainsi l'on a dans les sysigies, —=— .—

.

J'ai trouvé que relativement aux 48 sysigies de la table II , on a

h= 44,i33g9 > h'= 44,5o884
;

on a donc

\^>(h— 3a) + ^-3
.(h'— 5a;}= 4TO,i666j



PREMIERE PARTIE, LIVRE IV. a£i

et par conséquent,

48. e— 4me,i666+|.282 n,e,6°6 — ~. 2m%555i= 2<]2m%r]6o
;

ce qui donne

,

e = 2me,827.

U
On a ensuite , en réduisant — à la moyenne distance de la lune à

la terre

,

la fraction 2P. {/z— fi«A'} •— étant fort petite, on peut y sup-

poser .

r3 ""^.V*1
•

./ S J'

on aura ainsi

d'où l'on tire

,

2P.{^+^}=6me,24Sa

C'est l'expression de la marée totale, qui auroit lieu à Brest, si

le soleil et la lune se mouvoient uniformément dans le plan de

l'équateur : car on a vu dans le n°. 22 ,
que L' dans les sysigies des

équinoxes, se change dans L'*(\—2m '. Q.cos.t'J, et que dans les

sysigies des solstices , il se change dans L'.( 1— -.), en sorte

que dans l'ensemble des sysigies de la table II, V doit êlre changé

dans U . \ t— m'. Q.( cos.s'H
-J

> ; or on a

COS.e H = 2+4. —
,

cos. s cos. s

et ce dernier terme peut être négligé par rapport au premier , à

cause de la petitesse de (sm.^i')^s L' doit donc , relativemeut aux

sysigies de la table II, être changé en L'.(i— 2m'. Q) , comme

si la lune étoit en mouvement dans le plan même de l'équateur.

Déterminons la variation des marées
,
près de leur maximum ,

Ii 2
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qui résulte de la théorie de la pesanteur. Pour cela, reprenons

l'expression de Y" du n°. 22 : l'angle s' ayant varié sensiblement

dans l'intervalle des 48 sysigies de la table II ; il sera déterminé

avec une exactitude suffisante pour notre objet , en prenant pour

cos.
a

s', une moyenne entre les quarrés des cosinus des déclinaisons

de la lune , dans les vingt-quatre sysigies solsticiales de cette table;

soient donc p etp' les sommes des quarrés des cosinus des décli-

naisons du soleil et de la lune , dans les 24 sysigies des équinoxes,

et ç, ç\ les mêmes sommes dans les vingt-quatre sysigies des sols-

tices
3 nous pourrons supposer à très-peu près

,

»-^- q '

- cos.^
+^-^

24

Le terme multiplié par £
s dans l'expression de Y", deviendra ainsi,

relativement aux vingt-quatre sysigies équinoxiales
,

et le même terme relatif aux 24 sysigies solsticiales , sera

u— se rapportant ici à la moyenne distance de la lune à la terre.

J'ai trouvé,

jo= 25,68io,6
; p,=z 25,75555

; ^= 20,452o5 ; </— 20,7 552g.

v est le moyen mouvement synodique de la lune , dans l'intervalle

de i',027o5, et ce mouvement est de i4i866", en ayant égard à

l'argument de la variation qui augmente constamment ce mou-

vement dans les sysigies. On aura ainsi—

5

me,2o4o. t*, pour la valeur

du terme multiplié par £
2

, dans l'expression de Y", relative aux

vingt-quatre sysigies équinoxiales, et—

i

me
,8o,77 . t* pour la valeur

du même terme relatif aux vingt-quatre sysigies solsticiales; ce

terme relatif à l'ensemble de toutes les sysigies , sera donc

— 5
mc,ioi7.i 11

. Les observations nous ont donné, dans le n°. pré-

cédent, — 5me,io74.r, pour ce même terme
; ainsi elles s'accordent

parfaitement à cet égard , avec la théorie.
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26. Comparons séparément les observations des sysigies des

équinoxes , et celles des sysigies des solstices de la table I. Si l'on

détermine par la méthode du n°. précédent , les expressions des

hauteurs absolues et des marées totales des sysigies des équinoxes

données par les observations de cette table ; on trouvera

i4om,;,432— i
me,58n . V-

,

pour l'expression des hauteurs absolues des marées des équinoxes
;

et i5ome,235— 5me,i625.*%

pour l'expression des marées totales. On trouvera semblablement

,

l5'2
me,028— 0^,^-25. t%

pour l'expression des hauteurs absolues des marées des solstices ; et

i52mc,57i — i
me,o,45i.2%

pour l'expression des marées totales correspondantes.

On voit d'abord que les marées totales, en partant du maximum,

décroissent plus rapidement dans les sysigies îles équinoxes, que

dans celles des solstices. Ce résultat de l'observation est entière-

ment conforme à la théorie qui , comme on vient de le voir

,

donne —

5

n,e,2o4o, et —

i

me
,8g77, pour les coefficiens de t1

,
qui

diffèrent très-peu des nombres —

5

me,i625, et —

i

me
,g45i, donnés

par les observations.

Si l'on suppose t= o , dans les expressions précédentes • on aura

8me,io4 pour l'excès des hauteurs moyennes absolues des marées

des équinoxes, sur celles des solstices, et i7me,864 pour l'excès des

marées totales correspondantes des équinoxes , sur celles des sols-

tices. Ce second excès est un peu plus que double du premier. Par

le n°. 22, il doit sui-passer le double du premier, de la quantité,

§.(\\-Z.co&.o.$)

8g,

qui réduite en nombres, est égale à 2me,o5o. Les observations don-

nent i
mc
,656 ,

pour cette même quantité : la différence est dans les

limites des erreurs dont elles sont susceptibles.

L'excès i7 me,864 des marées totales des sysigies des équinoxes,

sur celles des solstices, est l'effet des déclinaisons du sojei] et de la
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lune, qui affoiblissent l'action de ces astres sur la mer. Cet excès,

par le n°. 22, est égal à

ou a

ûp:

T'Ai / n f \
+ 2P.— .— .2m.Q.(i—cos.s').(p'+ ——):

r s 40 \ cos - s J

or on a par le n°. précédent

,

2P-{7+^-0-2m'.Q;| =6-2490;

u
de plus, on verra ci-après, que —.(i—2??i\ Q) esta très-peu près

égal à—— ; enfin, on pe

précédente devient ainsi

,

3L a'

égal à -y ; enfin, on peut supposer ici cos.s'
2= — ; la fonction

1 ^t\

'9"^4+ i- !llllV 16- 953.

En l'égalant à l'excès observé , i7me,864 ; on pourra déterminer

•2 m' .Q, et l'on trouvera
,

2m' .Q =— 0,10657.

Il semble donc résulter des observations précédentes
,
que la rapi-

dité du mouvement de la lune dans son orbite , augmente à Brest,

d'environ 7^ , l'action de la lune pour soulever les eaux de la mer,

comme elle retarde d'un jour et demi, l'instant du maximum des

marées ; mais cet élément délicat doit être déterminé par un plus

grand nombre d'observations.

0,1 • Comparons enfin, les marées des sysigies des solstices

d'hiver, à celles des sysigies des solstices d'été de la table I, pour

avoir l'effet de la variation des distances du soleil à la terre, sur

les marées. Si l'on ajoute ensemble
;
les marées totales des jours
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1 et 2, dans les solstices d'hiver de la table I; on aura i34mc,702

pour leur somme, La même somme dans les marées sysigies des

solstices d'été est i2gme,ogo,plus petite que laprécédente, de 5me,6i2;

ce qui prouve l'influence de la plus grande proximité du soleil, en

hiver qu'en été, sur les marées.

Pour comparer sur ce point , la théorie de la pesanteur , aux
observations ; nommons l , la somme des quarrés des cosinus des

déclinaisons du soleil dans les sysigies des solstices d'été de la

table I ; nommons /', la même somme pour la lune. Considérons

ensuite
,
que le soleil est d'environ -^ plus près de nous , en hiver

que dans sa moyenne distance , ce qui augmente d'un vingtième la

valeur de —, qui, par la raison contraire, est diminuée d'un

vingtième en été. Cela posé , les formules du n°. 22 , donnent

pour l'excès que les observations ont donné égal à 5me,6i2 • or on a

f
'3 yi >

2 Â
' ,-3

~2?.-— T.6
me
,24o,o

j'ai trouvé de plus , l== 10,16776 ; l' = ïo,54idi ; la fonction pré-

cédente devient ainsi, 4™e
,2573 ce qui ne diffère que de i

me,S55, du
résultat de l'observation.

28. L'effet de la variation des distances à la terre, est beau-
coup plus sensible pour la lune

,
que pour le soleil. Afin de com-

parer sur ce point, la théorie aux observations; j'ai ajouté les

marées totales du premier et du second jour après celui de la sysi-

gie , dans douze sysigies où le demi-diamètre de la lune , alors voi-
sine du périgée , surpassoit 3o', et dans les douze sysigies voisines

et correspondantes où le demi-diamètre de la lune , alors voisine de
son apogée, étoit au-dessous de 28'; j'ai choisi ces deux jours, parce
qu'ils comprennent entre eux l'instant du maximum des marées
dont ils sont très-proches. La table suivante renferme les jours
de ces sysigies

,
et les marées totales qui leur correspondent.
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TABLE III.

Jours de la sysigie. Marées totales périgées. Marées totales apogées.

1714. 16 janvier .... i5me,oo5

3o janvier ,. iomc,654

l4 avril i5 ,5sg

2g avril 10 ,778

10 août 10 ,453

25 août i4 ,126

8 sept 10 ,6i4

23 sept i4 ,53g

8 oct 10 ,681

23 oct. ..... i3 ,470

1715. 5 mars i4 ,3oo

20 mars 10 ,g85

4 avril i4 ,061

18 avril 10 ,372

12 oct i4 ,4i5

27 oct 10 ,45i

11 nov i3 ,711

26 nov g ,g86

1716. 6 mai 10 ,244

21 mai ..... i5 ,186

5 juin g ,5ga

îg juin i3 ,47g

4 juillet 9 ,750

19 juillet 12 ,i35

On voit par cette table
,
que les marées totales correspondantes

aux demi-diamètres de la lune
,
plus grands que 5o', sont cons-

tamment plus grandes que celles qui correspondent aux demi-

diamètres plus petits que 28'. Si l'on ajoute ensemble les marées

totales relatives aux plus grands demi-diamètres; on aura 1 64me,256,

pour leur somme. Celle des marées totales relatives aux douze plus

petits
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petits demi-diamètres, est i24me,56o. La différence de ces deux

sommes est 5c)
me,6g6i. Voyons ce qu'elle doit être par la théorie.

Si l'on néglige, comme on l'a fait dans l'expression de y" du.

n°. 21 , la quantité (^4') qui, dans le cas présent _, est insensible,

soit par elle-même , soit parce que les déclinaisons de la lune ont

été alternativement boréales et australes dans les observations de la

table III ; il est visible par cette expression
,
que l'on aura la

partie de la différence demandée , relative aux termes dépendans

de P, i°. en prenant le demi-diamètre moyen de la lune, dans

les vingt-quatre observations de la table , demi-diamètre que je

trouve égal à 2917"; 2 . en multipliant dans chaque observation,

le quarré du cosinus de la déclinaison de la lune
,
par le cube du

rapport de son demi-diamètre , à 29 17"; 5°. en faisant une somme
de ces produits relatifs aux douze observations dans lesquelles le

demi-diamètre de la lune surpasse 5o', somme que je trouve égale à

1 5,5846 , et en en retranchant la somme des mêmes produits rela-

tifs aux douze observations dans lesquelles le demi -diamètre de

la lune a été au-dessous de 28', et que je trouve égale à 9,5628 ;

4°. enfin en multipliant la différence 4,2218 de ces deux sommes

,

par 4P.— , r étant ici la distance moyenne sysigie de la lune
s

ce qui donne 4P.— .4,2218
,
pour la partie de la différence de-

mandée
,
qui dépend de P,

Pour avoir la partie qui dépend de O , nous observerons que

par le n°. 20 , cette partie ajoute à l'expression de y", le terme

_^ dl' L' dl' di'— 2PC. -7-.—. cos.V .* on a par le n°. 21, —— cos.V= -y-.cos.e',-
à>t T dt dt

et si l'on prend pour unité , la moyenne distance de la lune à la

dV m
terre, on a a tres-peu près —-= — ; le terme précédent devient

ainsi, —

2

m'PQ.^ . cos. e' ,- cos.e' pouvant être supposé égal à

1/— , q étant la somme des quarrés des cosinus des déclinai-

sons de la lune dans les vingt-quatre sysigies de la table II, somme
qui par le n°. précédent, est égale à 20,75539. On aura donc lapartie

Mécan. cél. Tome II, JÇJs
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de la différence cherchée , relative à Q , i°. en faisant une somme
des cinquièmes puissances du rapport du demi-diamètre de la lune

dans chaque observation périgée, à 2917", et en en retranchant

la même somme relative aux observations apogées ; 2 . en mul-

tipliant le reste, par — 8w'PQ.— . 1/ — . On trouve ainsi
r ' * 24

U— 8/n'PQ.— .6,8091 , r' se rapportant ici à la moyenne distance

sysigie de la lune.

En ajoutant les deux parties dépendantes de P et de Q, la diffé-

rence demandée sera

L , 8/n'PQ.— .(1— aire'. Q;. 3,6873

4P.— . (1— 2 m. Q). 4,2218 - — 5
r

3 1 2771 .Q

on a par le n°. 2 5
,

2P.^.ri-2 OT'.Q; = fH.6™249o,

la différence précédente devient ainsi

,

4ome,562 ^-. 25me,8iq.

En l'égalant à la différence observée 39™, 6961 , on trouve

2 m'Q =o,o5425 , valeur insensible et d'un signe contraire à celui

de la valeur déterminée dans le n°. précédent
,
par les phénomènes

des marées , relatifs aux déclinaisons. On voit par la grandeur du

coefficient de 2m' . Q, dans la différence précédente, que les phé-

nomènes des marées , dépendans de la variation de la distance de la

lune à la terre, sont très-propres à la déterminer, et il en résulte

que -2 m' .Q est très-petit et même insensible à Brest.

En vertu des inégalités de la seconde espèce , ou dont la période

est à-peu-près d'un jour, les marées du soir surpassent à Brest,

celles du matin , dans les sysigies des solstices d'été ;
elles en sont

surpassées dans les sysigies des solstices d'hiver. Pour déterminer

la quantité de ce phénomène, j'ai ajouté dans dix-sept sysigies

vers les solstices d'été , l'excès des marées du soir sur celles du

matin , le premier et le second jour après la sysigie. Le maximum

des marées tombant à -peu -près au milieu de ces deux jours

d'observation , la variation journalière de la hauteur des marées
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dues aux inégalités de la troisième espèce , est presque insensible

dans le résultat qui ne doit par conséquent , renfermer que l'excès

des marées du soir sur celles du matin, dû aux inégalités de la

seconde espèce. La somme de ces excès dans les trente-quatre jours

d'observation , a été de 6mc,i5i.

J'ai ajouté pareillement l'excès des marées du matin sur celles

du soir, dans onze sysigies vers les solstices d'hiver. La somme de

ces excès dans les vingt-deux jours d'observation, a été de 4m<
",iog.

En prenant un milieu entre ces deux résultats , l'excès d'une ma-
rée du soir sur celle du matin , dans les sysigies des solstices d'été

,

ou d'une marée du matin sur celle du soir , dans les sysigies des

solstices d'hiver , en vertu des inégalités de la seconde espèce , est

de ome,i83.

Cet excès est
,
par le n°. 21 , égal à

iA.
|
— .sin. v.cos. *> + — .sin.f'.cos. v' | .cos. (k— y);

cette fonction est donc égaleà om%i85. Il est probable que cos.fx—y

)

diffère peu de l'unité ; une longue suite d'observations des basses

mers du matin et du soir, fera connoître exactement sa valeur.

Des hauteurs des marées vers les quadratures,

1 û . Pour déterminer ces hauteurs par la théorie , nous repren-

drons les expressions complètes de y' et dey" du n°. 21 , et nous

observerons que si l'on change 4' dans ioo°-f 4-' ou dans 5ooM-4',

suivant que la lune est vers son premier, ou vers son second quar-

tier ; on aura , en réduisant y' et y" en séries
,
4'—4 étant supposé

peu considérable
, comme cela a lieu vers les quadratures , et eu

négligeant les termes multipliés par Q

,

, Ci + 3. cos. 2°) CL ,
"'

. L . - , 1
y = 7—gy|-.<-i—3.sm.v;+-.o— 5.sm.v;j

( L' L J+ P.I— .cos.V -.COS.**' >

L L
2 P. —r. cos.* v. — • cos.V
tt Ç-—.wwjv— . COS.V . COS.V
r } f*

Kk
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JJ £

y"= \À.~:. sin.*/. cos.*/. sin-f*

—

y) =b ^.— . sin.j;. cos.e. cos. (*-y)
t >

r'

fë
+ 2 P. \ — .cos.V'—— .COS.V-—r.COS.-^ l-

r 3

L L'
4P.—-. COS.V .— . COS.° </

T' T 3

'+— _ .^'—4J
S

;

— . cos.V' -. cos.V
?• 3 r s

le signe + ayant lieu vers le premier quartier de la lune , et le

signe — , vers son second quartier.

L'excès de la marée du soir sur celle du matin à Brest, dans les

quadratures des équinoxes, est en vertu des inégalités delà seconde

espèce

,

— 2'j£ y— . sin.ïA cos. v'. cos. (k— y).

Il en résulte par le n°. précédent
,
qu'à Brest , la marée du soir

surpasse celle du matin, dans les quadratures des équinoxes du

printemps • elle en est surpassée dans les quadratures des équi-

noxes d'automne.

Si dans un nombre 2 i de quadratures vers les équinoxes , on

considère les hauteurs absolues et les marées totales des jours

voisins de la quadrature ; en nommant Y' la somme des hauteurs

moyennes absolues, on trouvera par l'analyse suivant laquelle Y'-

a été déterminé dans le n°. 22
,

»*fW
l

+ 2 iP.JJ . cos.
1/^'— 4. cos.

2/^ 1

{7?-^— o.sin.'/^ + ^.fi—o.sin.
2^';]

—.C0S. 5>^

\-2iP.~ .(**+ -i;.{r'-r.cos./^.cos.«}Oi,o6ii.sin.V+£ £
—.cos.
r 3

V r.COS.
2/^

t étant depuis le minimum de la hauteur moyenne absolue des ma-

rées
,
jusqu'à l'instant que l'on considère, le nombre des intervalles
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d'une rnarée , à la marée correspondante du jour suivant, vers les

quadratures des équinoxes ;
r et r' sont les mouvemens du soleil et

de la luue dans cet intervalle , eu égard à l'argument de la varia-

tion
,
qui diminue constamment le mouvement lunaire , dans les

quadratures ; 2 et î sont les inclinaisons des orbes de ces astres,

à l'équateur.

La valeur de Y' relative k 21 quadratures, dont i sont vers les

solstices d'hiver , et i vers les solstices d'été , est

4- 2 iP. I — . cos.
2^'

. cos.
2/^ 1

U 3
r 3

j

r
zL .77

L f r
l— .cos. r

+ 2iP.-(t*+ ïI).\r'.cos. i
'

)\)^ = i,o6n.tang.V
/— .cos. V .cos./^
\r 3 r 3

En nommant T'aies marées totales correspondantes à Y'j on aura

dans les ai quadratures des équinoxes,

r"=4fP.{^.cos.^'— 4-cosr/^l
U 3

r 3

J

1
2Î-

+ 4fP.-.^s
+3T;-{r'-r.cos.^'.cos.e} î

.)i
J
o6n.sin.V+^-

1 *-*—.cos.^'-—.cos. 2/^ 1

et dans les 2 i quadratures des solstices

,

r"=4;P.j^.cos.^'— -^.cos.7^]

.al
,—-.cos.'T^

+ 4ïP.^.(r

i'+jT;.f r '-C0S - e'— r-f-lF 7 i,o6ii.tang.v]

f
—.COS.

2/^ r.COS.
2/^

Enfin, on verra comme dans le n°. 22
,
que pour avoir égard aux

termes dépendans de Q, il suffit de changer TJ dans L'A 1—^—-
)

\ COS. P'/
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dans les expressions relatives aux équinoxes ; et II dans

Il . (i—im! . Q. cos. i) , dans les expressions relatives aux solstices.

5o. Pour comparer ces résultats aux observations, j'ai pris

dans le recueil cité , les observations relatives à vingt-quatre sysi-

gies vers les équinoxes , et à vingt-quatre sysigies vers les sols-

tices , en considérant toujours deux quadratures consécutives.

Voici les jours de ces quadratures, à Brest.

Quadratures des équinoxes.

Années.

1711. 5 septembre , 19 septembre , 4 octobre , 18 octobre.

1712. 1 5 mars, 2g mars, 24 août, 8 septembre, 22 septembre,

7 octobre.

1714. 18 août, 1 septembre , 17 septembre, 5o septembre.

1715. 12 mars, 28 mars, 22 août, 6 septembre.

1716. 1 mars, i5 mars, 5o mais, i4 avril, 8 septembre, 23 sep-

tembre.

Quadratures des solstices.

171.1. 25 juin, 7 juillet.

1712. 27 mai, 12 juin, a5 juin, n juillet.

1714. 21 mai, 5 juin, 20 juin, 4 juillet, i4 décembre, 28 dé-

cembre.

1715. 26 mai, 8 juin, 24 juin, 8 juillet, 18 novembre, 3 décembre,

17 décembre.

1716. 2Janvier, 28 mai, 12 juin, 27 juin, 11 juillet.

J'aurois désiré de considérer autant de quadratures vers les solstices

d'hiver, que vers les solstices d'été ; mais le défaut d'observations

ne me l'a pas permis.

Dans chacune de ces quadratures
,
j'ai pris une moyenne entre

Jes hauteurs absolues de deux marées consécutives, pour former

ce que je nomme hauteur moyenne absolue des marées. J'ai consi-

déré d'abord les deux marées du jour de la quadrature ; ensuite les

deux marées suivantes
,
puis les deux marées qui les suivent ; enfin
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les deux marées qui suivent ces dernières; en sorte que souvent les

deux marées dont j'ai considéré l'ensemble, n'ont point eu lieu le

même jour. La marée totale est l'excès de la hauteur moyenne abso-

lue , sur la basse mer intermédiaire. Je désigne par o , 1 , 2 , 5

,

les numéros de ces marées, en commençant par celle du jour delà

quadrature. Plusieurs fois, la hauteur de la basse mer n'a point été

observée
;
quelquefois même , on n'a observé qu'une des deux

hauteurs de chaque jour. J'ai fait usage
,
pour suppléer à ce défaut

d'observations , de la même méthode que j'ai employée pour les

marées sysigies. J'ai obtenu ainsi, les résultats suivans<

TABLE IV.

Quadratures des équinoxes.

Nos
. des marées. Hauteurs moyennes absolues. Marées totales.

....... 99^,511 6g
me
,855

1 g4 282 58 ,658

2 96 ,059 62 ,585

5 io5 ,659 81 ,54a

Quadratures des solstices.

o io6me,ii7 . 82 n,e,244

1 »oa ,997 76 ,289

2 io5 ,220 76 ,654

5 106 ,760 ........ 84 ,4g8

6 1 . Considérons d'abord l'ensemble de ces observations. On
aura relativement aux quarante-huit quadratures , les résultats

suivans.

TABLE V.

Nos
. des marées. Hauteurs moyennes absolues. Marées totales.

o 2o5me,628 i52™ e
j079

1 ...... 197 ,279 i54 ,927

2 199 ,279 109 ,057

5 212 ,599 i65 ,84o
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Prenons pour unité , l'intervalle de deux marées du matin ou du
soir , vers les quadratures , et pour époque , l'instant moyen entre

les deux marées du jour de la quadrature à Brest. Soit pour un jour
quelconque voisin de cette phase , a— bx+ cx*, l'expression de la

hauteur absolue de la marée; x étant le nombre des intervalles pris

pour unité , dont cette marée suit l'époque. Si cette expression se

rapporte à une marée du matin , l'expression de la marée du soir

du même jour, sera a— b.(x+{)-ir c.(x+ ±)*, en ne considérant

que les inégalités dont la période est à-peu-près d'un demi-jour. En
ajoutant ces deux expressions , la moitié de leur somme sera la

hauteur moyenne absolue de la mer ; l'expression de cette hauteur

est ainsi

,

a+ i-b c— b.(x+i)+ c.(x+i)\

L'expression de la basse mer intermédiaire , est suivant la théorie,

de la forme

a+b.(x+V — c.(x+ i)*s

en faisant donc x -f-f == t , l'expression de la marée totale sera de

la forme

m— 2 bt-\-'2ct.
b

Le minimum de cette marée a lieu, lorsque t= — / cette valeur
ac

de t est pareillement la valeur de x , correspondante au minimum

de la formule a— bx-\-cx*.

Pour déterminer — , on peut faire usage des marées totales de
ac

la table V ; mais les hauteurs absolues de la même table , ayant été

observées avec plus de soin que les marées totales ; nous ferons

usage de leur ensemble. Soient doncf,f',f",f", les quatre sommes

que l'on obtient, en ajoutant la hauteur moyenne absolue, à la

marée totale qui lui correspond dans la table ;
l'expression analy-

tique de ces sommes , sera de la forme h— ibt+ i. ct'\ En supposant

successivement t = o, f = x, i= 2, £=5, on aura les valeurs de

f,f',f",r', d'où l'on tirera

ib — oic+ —-

—

i
4

et
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et par conséquent , .

On verra ci-après
,
que l'intervalle pris pour unité, est i'-,o52i;

ainsi , l'intervalle depuis l'époque jusqu'au minimum des marées
,

évalué en jours , est i>-,565gi Dans ces observations, l'heure de

l'époque a été à Brest, o'-,6i2i, et l'heure moyenne de la quadrature

a été o'-,4683 ; en sorte que la quadrature a précédé l'époque de

o'-,i458. En ajoutant cette quantité à i'-,5659, on a i'-,5o77 pour

l'intervalle dont le minimum de la marée suit la quadrature ; ce

qui diffère très-peu de l'intervalle V^bo rjik , dont on a vu dans le

ii°. 24, que le maximum des marées suit la sysigie : ces deux inter-

valles sont donc égaux , comme ils doivent l'être par la théorie.

Nous les supposerons l'un et l'autre de i i-,5o724.

Déterminons la loi des variations des hauteurs moyennes abso-

lues , et des marées totales , dans les quarante-huit quadratures

précédentes. Pour cela, prenons pour unité, l'intervalle de deux

marées consécutives du matin ou du soir vers les quadratures

,

et nommons i-, la quantité dont l'instant moyen du minimum des

marées a précédé le milieu de l'intervalle compris entre les quatre

jours d'observations. Soit a+bP l'expression générale des hauteurs

moyennes absolues de la table V, t étant la distance à l'instant

du minimum de ces hauteurs. Les hauteurs moyennes absolues

correspondantes aux n05
. o, î, 2, 3, seront

a+b.{\—hTî a+b.Q—k)*; a+ft./f^-j/y.a+b.(\-i-h.)K

Si de la somme des deux extrêmes , on retranche la somme des

deux moyennes ; on aura kb pour la différence qui par la table V,

est égale à 2i m<;
,46g ; d'où l'on tire b= 5me,5672.

Si l'on représente semblablement par a'+b't*, les marées totales

de la table V, on trouvera de la même manière, ô'= iome,g887.

Suivant la théorie 6= jb'= 5'ne,4g43; la différence entre cette va-

leur de b et la précédente , est dans les limites des erreurs des ob-

servations.

Si l'on prend pour b , le tiers de la somme des deux valeurs de b

et de b', et pour b' le double de ce tiers ; on aura

è= 5me,452o ; b'= iome,go4o.

Mécan. céi,. Tome II. L

1
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Pour déterminer a et a', nous observerons que la somme des quatre

expressions précédentes des hauteurs absolues des marées , est

4 a+ b . (5+ 4 . &*}. Cette somme est par la table V, égale à 8 i4me,585 ;

on a donc

,

a-
4

On trouvera de la même manière
,

59i me,883— (5 + 4k'-). iom,:,9o4o
a ==

4

Pour déterminer h , nous observerons que l'heure moyenne de la

quadrature à Brest , clans les quarante - huit quadratures de la

table V, a été o',4682g; en lui ajoutant i ,-,5o7^4, distance de la

quadrature, au minimum des marées, on aura i'-,g7553
,
pour la

distance de l'instant du minimum des marées , au minuit qui pré-

cède la quadrature. L'instant moyen à Brest , entre les deux marées

du jour de la quadrature , a été dans les observations de la table V,

o'-,6i2i 5 ; en lui ajoutant f de l'intervalle pris pour unité , et qui

est égal à i'\,o5ao7 > on aura 2>,igo25, pour la distance du minuit

qui précède la quadrature, au milieu de l'intervalle compris entre

les observations extrêmes delà table. Si l'on en retranche i';q']553;

la différence o'-, i xkq 2 sera la valeur de k , exprimée en jours : en la

divisant par i'
,,o5207, on aura o,2o4og3 pour cette valeur expri-

mée en parties de l'intervalle pris pour unité ; d'où l'on tire

a= i g6
Ke,6o4 ; a'=i 35™,886

;

ainsi l'expression des nombres de la table V, relatifs aux hauteurs

absolues des marées , est

ig6"'e,6o4+ 5me,452o. F ;

et l'expression des nombres de la même table , relatifs aux marées

totales , est

i53me,886+ iome,go4o. t\

Comparons maintenant ces formules données par l'observation

,

aux formules du n°. 2g , données par la théorie de la pesanteur.

Soit e la hauteur du zéro de l'échelle d'observation , au-dessus du

niveau d'équilibre que la mer prendroit sans l'action du soleil et de

la lune ; soit de plus , h la somme des quarrés des cosinus des décli-

naisons du soleil , auxinstans des phases , dans les quadratures de
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la table V, et h' cette même somme relativement à la lune ; on aura

par le n°. 2g ,

on a relativement à Brest, par le n°. a5,

Ci+ 3.cos.afl; L
__ ™e

5
ô2745

;

mais dans les quarante-huit quadratures que nous considérons

,

la valeur de — n'est point exactement égale à sa valeur moyenne.

La table V comprend vingt-quatre quadratures des équinoxes

,

dix-huit quadratures d'été et six quadratures d'hiver ; or on a vu

dans le n°, 27 ,
que dans les quadratures des solstices d'été , — est

diminué d'un vingtième , et qu'il est augmenté d'un vingtième

,

dans les quadratures des solstices d'hiver ; il faut donc multiplier

L
la valeur moyenne de — par |f pour avoir sa valeur moyenne dans

fj
les quarante-huit quadratures : de plus,— est moindre d'un qua-

rantième, dans les quadratures
,
que dans les moyennes distances,

à raison de l'argument de la variation ; et comme il est à très-peu

près égal à î# dans les moyennes distances , il doit être supposé

dans les quadratures , égal à -^ .—. Enfin j'ai trouvé dans les qua-

dratures précédentes

,

h = 44,16767 f h'= 44,45o74
5

on a , cela posé

,

'1+3.C0S.2A; (L ; _ v
L' , 7 ,

_ ..)
,

'"V 5,J
Ll
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L'expression des marées totales de la table V , comparée aux for-

mules du n°. 2g, donne

2 P. |%L__t4) +ir.b= 135-886.
f

r'
3 rs J

'

Cette équation a besoin dune légère correction qui tient à ce que

dans les quadratures de la table V, il y a dix-huit quadratures

d'été , et six quadratures d'hiver ; or la basse mer de ces quadra-

tures , correspond à la haute mer solaire du soir
,
qui , en été , sur-

passe à Brest , la haute marée solaire du matin , de om%o^5 r

j ; il faut

donc augmenter i53me,886,de six fois ome,o457, pour le rendre indé-

pendant des inégalités dont la période est à-peu-près d'un jour, et

alors, on a
_ (h'.L h.L) __ _

2P.|— — j=i53->8i9 ;

d'où l'on tire,

e = 2m%^j8.

Les observations des sysigies , nous ont donné dans le n*. s5
,

e= a
me
,827. La petite différence de ces deux valeurs , dépend-elle

des erreurs des observations , ou de ce que la mer ne s'abaisse

pas entièrement à Brest , à la hauteur déterminée par la théorie

dans les grandes marées, comme je le présume ? C'est ce qu'un plus

grand nombre d'observations fera connoître.

Reprenons l'équation

1 r'
J r3

j
3

L L'
Pour réduire les valeurs de — et de — aux moyennes distances

r3 r 3

du soleil et de la lune , il faut multiplier la somme des quarrés

des cosinus des déclinaisons du soleil dans les quadratures des sols-

tices de la table V par ^ ,
pour avoir égard au nombre plus grand

des solstices d'été que des solstices d'hiver ; en ajoutant ensuite le

produit , à la somme des quarrés des cosinus des déclinaisons du

soleil , dans le& quadratures des équinoxes , la somme sera la valeur

de h dont on doit faire usage. Je trouve ainsi, h= 43,6557.

u
Dans les quadratures , la valeur de — doit être diminuée d'un



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE IV. 269

quarantième , à raison de l'argument de la variation, ce qui revient

k diminuer dans le même rapport, h' qui se réduit alors à 43,53g5
;

on a donc

2 P. [45, 3595.^ — 45,6557-— j=i35"",8i9,

r et r étant les moyennes distances du soleil et de la lune à la

terre. On peut donner à cette équation , la forme suivante
,

2P.43,5395.f^—^]-2P. 0,0162.T = 133™, 8 19.

Dans le petit terme 2P.o,3i62.— , on peut supposer

on aura donc

2 P. 43,i 8i4. [^ -]= i33œc
,8i9;

d'où l'on tire

,

Nous avons trouvé dans le n". 25,.

2P^^+7i}=6me
,2490f

ce qui donne
L L- = 2,9677.-,

II L
ainsi l'on peut supposer à très-peu près , — triple de — . Mais on

doit observer ici
,
que ce rapport n'est pas exactement celui des

masses de la lune et du soleil, divisées respectivement par les cubes

de leurs moyennes distances à la terre. Il résulte du n°. 25 ,
que U

et L exprimant ces masses, et m't
7
mt

y
exprimant les moyens

mouvemens de ces astres autour de la terre , le rapport trouvé ci-

, . . . L'.Ci—zm'.Q) , L.(i— am.Q) .

dessus est celui de
,

a ,• il ne peut donc
r 3 t 3

être pris pour celui de — à -r, que dans le cas où Q est nul ou
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insensible, et l'on a vu précédemment que cela a lieu à fort peu

près dans le port de Brest.

Déterminons la variation des marées près de leur minimum
,

qui résulte de la théorie. Pour cela , reprenons les valeurs de Y"

du n°. 29. Soient p etp' les sommes des quarrés des cosinus des

déclinaisons du soleil et de la lune , dans les quadratures des équi-

noxes de la table V ; soient q et q' les mêmes sommes dans les

quadratures des solstices de la même table ; on pourra supposer

dans ces expressions

,

1 ^ P
cos. ê== — ; cos. t = —-

;
24 24

le terme multiplié par t* dans l'expression de Y", relative aux

vingt-quatre quadratures équinoxiales, devient ainsi,

H.48.i>.^.rJ,-I^|.( llo6o.(^) + -^L_-

r' et r étant les mouvemens de la lune et du soleil , dans les qua-

dratures
,
pendant l'intervalle pris pour unité , et qui dans les

quadratures équinoxiales , est égal à 1 >-,o57,496 : on doit observer

que dans les quadratures , r' est constamment diminué en vertu

de l'inégalité de la variation.

Le terme multiplié par t
1 dans l'expression de Y", relative aux

vingt-quatre quadratures solsticiales de la table V, devient en di-

L
minuant — d'un quarantième

,
parce qu'il y a dix-huit solstices

d'été sur six solstices d'hiver

,

zq.L (a4—p)]

P-tXA TTfï J?r—m.— -
06"'

1/
M.

T' et r étant les mouvemens de la lune et du soleil dans ces qua-

dratures
,
pendant l'intervalle pris pour unité, et qui relativement

aux quadratures des solstices, est égal à i j -,o46644.
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LU_ et _ sont réduits dans ces expressions, aux distancesmoyennes
r3

r'
3

du soleil et de la lune à la terre , dans lesquelles on a

J'ai trouvé

p= 25,6884i
;

j>'= 20,69652
;

§- = 20,47926 ;
^'= 23,75422;

on aura, cela posé
, 7

me,8ig pour le ternie multiplié par f', dans

l'expression de Y", relative aux vingt-quatre quadratures équi-

noxiales, et 2
me
,7g4, pour le même terme relatif aux vingt-quatre

quadratures solsticiales. La somme de ces deux termes est iome,6i3,

ce qui diffère très-peu du résultat iojre,go4o
,
que donnent les ob-

servations de la table V.

3 1. Considérons séparément , les marées des quadratures des

équinoxes , et celles des quadratures des solstices. On trouvera par

la méthode du n°. précédent ,

"

g4
me,o53+ 5n,e,747.f%

58 rae
,370+ 7

me,495.r,

pour les expressions des hauteurs absolues et des marées totales

des équinoxes de la table IV : les expressions des mêmes quantités

relatives aux marées solsticiales de la même table, sont

io2rae
,57 1 + i

rac,7o5. f

,

75
rae
,5i7-l-5

ffie
,4io.iS

3
.

On voit d'abord que les marées croissent plus rapidement dans les

équinoxes que dans les solstices , ce qui est conforme à la théorie.

Suivant les observations , le coefficient de £% relatif aux marées

totales, est 7"ie
,4g5 dans les équinoxes , et 3me,4io dans les solstices,

et l'on a vu dans le n°. précédent, que la théorie donne 7
me,8i9

et 2me,7g4, pour ces mêmes coefficiens : la différence est dans les

limites des erreurs des observations et des élémens employés dans

le calcul.

Si l'on retranche le premier terme de l'expression des marées

totales des équinoxes , du premier terme de leur expression dans

les quadratures, la différence i7me,i47 sera l'effet des déclinaisons

des astres. Pour le rendre indépendant des marées dont la période
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est à-peu-près d'un jour , il faut , comme on l'a vu dans le n°. pré-

cédent , lui ajouter six fois ome,o457, et alors il devient i7 ra%42i.

Suivant les formules du n°. 29 , cet effet est égal à

H. 2 p.{^.rp-?;+^.(r 1-^-Q.cos.o.^_(i-^)./
,')J,

ou

%.*P.\!j
i
.(p- q)+

L
-.(i-sm'.Q).(q'-p')}

+ if. 2p.^f1- 2^e;.f,-co,,v.(?'+^7).^^,
expression dans laooene on peo. sopposer cos.,'= (7£ et oui

en observant que

,

L.(
l
—2m'.Q)= yf. ; 2p.|£+ ^.^i— 2 /n'.Q;J=6»%a490,

devient
« ,. ~ zm . Q „ _

i8me,86i + p— . i5me,oi5.
1

—

zm .Q

En l'égalant au résultat de l'observation , i7 rae
,4'2i , on a

2 m'. Q = — 0,1061

,

résultat conforme à celui que les observations sj'sigies nous ont

donné dans le n°. 26 , mais d'un signe contraire au résultat trouvé

dans le n°. 27 ,
par la comparaison des observations périgées et

apogées. Il suit de-là
,
que l'on peut négliger les termes dépendans

de Q, jusqu'à ce qu'un très-grand nombre d'observations en ait

fixé la véritable valeur.

DÔ. On a vu dans le n°. 29 ,
que les marées du soir doivent

l'emporter à Brest, sur celles du matin , dans les quadratures de

l'équinoxe du printemps , et que le contraire a lieu dans les ma-

rées quadratures de l'équinoxe d'automne. Pour vérifier ce phé-

nomène
,

j'ai ajouté dans onze quadratures vers les équinoxes du

printemps, l'excès des marées du soir, sur celles du matin, le

premier et le second jour après la quadrature. La somme de ces

excès a été de 3me,i45. J'ai trouvé pareillement 3me,385 pour la

somme des excès des marées du matin sur celles du soir, dans treize

quadratures
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quadratures vers les équinoxes d'automne. Le milieu entre ces

observations , donne ome,i58 pour l'excès d'une marée du soir sur

celle du matin , dans les quadratures de l'équinoxe du'printemps,

ou d'une marée du matin sur celle du soir, dans les quadratures de

l'équinoxe d'automne.

Nous avons trouvé dans len°. 28 , ome,i83 pour l'excès des ma-

rées du soir sur celles du matin , dans les sysigies des solstices

d'été. Cet excès est au précédent, suivant la théorie, dans le rap-

L L' L'
port de — +— à — , ou de 4 à 5 ; ce qui est à fort peu près , le

rapport des nombres 0,1 85 et 0,1 58,

Enfin
,
j'ai trouvé que l'influence de la variation de la distance

lunaire, se manifeste d'une manière aussi sensible par les obser-

vations , dans les marées quadratures
,
que dans les marées sysigies.

Des heures et des intervalles des marées , vers les sysigies.

54. Reprenons l'équation trouvée dans le n°. 21
,

— . cos.V . sin. 2 (4—4')
f

tang. 2 . (nt+ <*—
-J-'

—

*) =—, —

et donnons-lui cette forme,

L'

r

—.cos.V-i-— .cos.V. cos. 2 (4— 4')
r 3 r3

^-. cos.**''. sin. 2 (4'— 4)
tan

— .cos.V+— . cos.V'. COS. 2(4-'—4)
r3 r 3

L'angle 4-'— 4- étant peu considérable vers les sysigies, nous pou-

vons négliger sa troisième puissance; nous aurons ainsi,

1
Ti

nt-\-^— 4— ^= 77

—.cosV.(T—4)
L'

,
L— .cos.V +— . cos.V

Tf S -fi

Considérons l'instant moyen entre les deux pleines mers àa même
jour, instant quenous nommerons heure de la marée totale: l'équa-

Mécan. cîx. Tome II. Mm
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tion précédente aura lieu encore pour cet instant

,
pourvu que les

variables, nt, 4 et 4' s'y rapportent; or nt-\-^r— 4 est l'angle ho-

raire du soleil, et 4'

—

\- est nul au maximum de la marée totale;

en nommant donc TTheure en temps vrai, de ce maximum ^ l'heure

vraie de la marée totale d'un jour quelconque , sera

—
. cos.v . (4-

1— 4,)

— .cos.V +-T--COS.V
r s r3

le second terme de cette expression étant réduit en temps, à raison

de la circonférence entière pour un jour. Soit v
, le mouvement

synodique de la lune dans les sysigies, pendant l'intervalle com-

pris entre deux marées consécutives du matin ou du soir vers les

sysigies, intervalle que nous prendrons pourunité; soit t, le nombre
de ces intervalles, depuis l'instant du maximum dans les sysigies

des équinoxes
;
4'—4 sera égal à très-peu près à t. v.cos.e', et l'on

pourra supposer cos.V'= cos.V,- l'heure en temps vrai, delà marée,

sera donc,
V
-—. tu. COS.l
t **

r+ r i •

_j

Dans les solstices, f4'—4^- cos. v' est à très-peu près égal à tv
,

et l'on peut supposer encore cos.V'= cos.V.,- l'heure vraie de la

marée sera donc,
L'

T+

t dans ces formules, devant être supposé négatif relativement aux

marées antérieures au maximum. Comparons-y les observations.

35. Pour cela, j'ai déterminé les heures des marées totales de

la table I dans les jours, o, î, 2 et 5 , en prenant le milieu entre

les heures des deux pleines mers qui se rapportent au même jour,

ces heures étant comptées du minuit vrai précédent. J'ai trouvé

les résultats suivans.
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TABLE VI.

Sysigies des équinoxes.

Jours comptés de la Heure en temps vrai , de la marée
sysigie. totale à Brest.

o'- o',597o8

1 O ,42222

2 O ,44733

3 > o ,47359

Sysigies des solstices.

o5.'- o',3g6o6

1 o ,425g2

2 o ,4536g

5 o ,48i86

Considérons d'abord l'ensemble de ces observations. En prenant

une moyenne entre les heures des marées totales de cette table,

correspondantes au même jour, dans les sysigies des équinoxes, et

dans celles des solstices; on aura o'
-

,5g657 ; o'-,424o7 ; o',45o5ij

o',477725, pour les heures vraies des marées totales correspon-

dantes aux jours , o, 1 , 2 , 3. Soit a+ bt', l'expression générale de

ces heures, t' étant le nombre des intervalles pris pour unité,

comptés de l'instant de la marée totale du. jour de la sysigie. En
retranchant l'heure de la quatrième marée, de celle de la première,

la différence sera égale à 36 ; d'où l'on tire £= o',027o52. Si de la

somme des quatre heures précédentes , on retranche 6 b , la diffé-

rence sera 4a, ce qui donne <z= o'-,5g664; ainsi l'expression de

ces heures, est

o i',5g664+o'•,o27o52.i
,

.

Pour en conclure la constante Tdun . précédent, nous observe-

rons que quand la marée s'éloigne de i',0275o2 , de la sysigie, son

heure augmente de o'jO27052; or dans les sysigies de la table pré-

Mm 2
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cédente, l'heure de la sysigie à Brest a été par un milieu, à o i,,45667;

en supposant donc que cette heure soit o' ,45667— x, l'heure de la

marée totale sera o'-,5g664+ 0,027062. a;, et cette dernière heure

suivra la sysigie, de 1,027052.3;— o i-,o6oo3 : maintenant, T est

l'heure de la marée totale correspondante au maximum , et par le

n°. 24, cette marée suit la sysigie de i'-,5o724 ; en égalant donc à

cette quantité ,1a fonction 1,027052.x—o',o6oo5, on déterminerai,

et l'on trouvera

o'-,3a,664-fo,027o52.#= o'-,43793.

C'est la valeur de T à Brest, et ce seroit dans ce port , l'heure de la

marée totale solaire , si le soleil agissoit seul sur la mer , en suppo-

sant cet astre mû uniformément dans le plan de l'équateur. Si l'on

en retranche un quart de jour; la différence o'-,i87g3 seroit dans

ces suppositions , l'heure de la pleine mer solaire à Brest, comptée

du minuit ou du midi vrai.

Déterminons la valeur du coefficient de t', qui résulte de la loi

de la pesanteur- On a vu dans le n°. précédent, que ce coefficient,

dans les sysigies des équinoxes, est égal à

1/
, y.cos.ê'

t3 r 3

l'angle « est par le n°. ^5, égal à i4i866": en le divisant par 4,

pour le réduire en parties du jour ; il devient o'-,o354655. On peut

supposer cos. t égal à 1/ — ,q étant par le n°. 25, égal à 20,75529;

L' L
on a d'ailleurs dans les sysigies des équinoxes ,

—= -73-. — s mais

il faut diminuer cette valeur, d'un trentième
;
parce que dans l'équa-

dy L L
tion -r-=o, du n°. 21 , les expressions de — et de — sont multi-

dt 7 r
r3 r 3

pliées respectivement par n—m, et n—m, mt et m't étant les

mouvemens du soleil et de la lune; m!—m est un trentième à-peu-

près de n—m; on trouvera ainsi o' ,02467g Pour Ie coefficient

de t' dans les sysigies des équinoxes, qui résulte de la théorie.
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Dans les sysigies des solstices , ce coefficient est par le n°. pré-

cédent, égal à

V

(^)- COS.f'

Nous pouvons supposer cos.*/= |/ — ,• ce qui donne o',0286o3

pour ce coefficient. En l'ajoutant au précédent , et prenant la moitié

de la somme; on aura o',02664i , égal au coefficient de t' que donne

la théorie , relativement à l'ensemble des sysigies de la table VI; ee

qui diffère peu du résultat o'-,o27o52 donné par les observations.

Pour faire coincider les deux résultats des observations et de la

théorie, ilfauaroitaugmenter un peu !e rapport deijà £, ce oui

fournit un nouveau moyen de déterminer ce rapport. Mais on dé-

terminera cet élément important, avec exactitude , en employant

les différences des heures observées des marées, à trois jours et

demi à-peu-près de distance de part et d'autre , du maximum des

marées. Pour cela
,
j'ai considéré dans le recueil cité d'observa-

tions, g8 sysigies, et j'ai ajouté les heures des pleines mers du matin

et du soir du second jour avant la sysigie , ces heures étant comp-

tées du minuit vrai
,
pour les marées du matin, et du midi vrai

,

pour les marées du soir : lorsque l'heure de la marée n'a été obser-

vée qu'une fois dans un jour
,
je l'ai doublée ; ce qui m'a donné

196 observations. J'ai ajouté pareillement, les heures des pleines

mers du matin et du soir du cinquième jour après la sysigie. La
somme de ces heures a été i6'-,9g7222 relativement au second jour

avant la sysigie, et 55',586i 1 1 pour le cinquième jour après. Leur

différence divisée par 196 , est égale à o'-,ig5862 : c'est le retard des

marées , dans l'intervalle de ces observations.

Reprenons l'équation du n°. précédent

,

U— . cos.V . sin. 2 . (4-'

—

4)
tang. 2 (n t+ ts—4

—

K)— j 7

. cos.V + — . cos.V. cos. 2 (4'— 4-)
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Les 98 sysigies que j'ai considérées, ayant été prises indistincte-

ment vers les équinoxes et vers les solstices , on peut supposer

cos.V = cos.V, et 4'—4 égal au mouvement synodique de la lune,

depuis l'instant de la plus grande marée ; or cet instant a tombé à

fort peu près , au milieu de l'intervalle compris entre les observa-

tions ; on peut donc supposer 2 f4'

—

4) égal au mouvement syno-

dique de la lune
,
pendant cet intervalle. De plus , l'heure de la plus

grande marée est déterminée par l'équation nt+-^—4— *=o;
a (n t+ ^— 4— H) est donc le retard de la marée , dans l'intervalle

compris entre les observations, ce retard étant évalué en parties du

quart de cercle , à raison de la circonférence entière pour un jour.

En le nommant [j-, après l'avoir ainsi évalué ; on aura

L'

r'
3

_
'

taag.fi

L siu. 2(4'—4^~ tau 8-/-'-- cos - 2 (4'—4/
r3
"

Les observations précédentes donnent // == 785448",- mais parmi les

observations qui précèdent la sysigie , 1 12 se rapportent au soir, et

parmi celles qui suivent la sysigie, 100 seulement se rapportent au

soir; d'où il est aisé de conclure
,
que l'intervalle moyen des obser-

vations a été de 7'-,i 6524g. En supposant cet intervalle également

partagé par l'instant du maximum de la pleine mer , et en ayant

égard à l'argument de la variation , on trouve g85284", pour le

mouvement synodique de la lune dans cet intervalle ; c'est la valeur

de 2.
C4'

—

4-) : on aura , cela posé
,

U L—= 3,o53.—-.

r 3 r3

Cette valeur se rapporte à la moyenne distance de la lune à la terre,

parce que l'inégalité de la variation , est nulle à fort peu près , aux

limites de l'intervalle compris entre ces observations ; mais il faut,

comme on l'a vu , l'augmenter d'un trentième , ce qui donne

L' L— = 3,l55.— ;
t J r3

valeur très-approchante de 3. Les observations des hauteurs et des

intervalles des marées , concourent donc à faire voir qu'à Brest

,
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l'effet de l'action de la lune sur les marées, est à très-peu près triple

de celui du soleil.

56. Considérons séparément les sysigies des équinoxes, et celles

des solstices de la table VI. En y appliquant la méthode du n°. pré-

cédent, on trouvera

o'-,3968o+o'-
3
o255o3.f',

pour l'expression des heures des marées totales dans les sysigies des

équinoxes , et

o i -,5g648 + o'\,o286oo.£'

,

pour cette expression dans les sysigies des solstices.

L'heure moyenne de la sysigie à Brest , a été o'-,5i6i2 , dans les

premières sysigies , et o'-,5g722 dans les dernières ; d'où l'on tire T
égala o',45725 parles observations des sysigies des équinoxes,

et Tégal à o',4384i par les observations des sysigies des solstices
5

la différence de ces valeurs à celle-ci o'-,437g3 que l'ensemble des

observations sysigies nous a donnée dans le n°. précédent , est dans

les limites des erreurs des observations.

Il résulte des expressions précédentes
,
que le coefficient de t

r

,

ou ce qui revient au même , le retard de la marée d'un jour à

l'autre, vers les sysigies, est plus petit dans les équinoxes que dans

les solstices. Ce résultat des observations est conforme à la théorie

qui nous a donné dans le n°. précédent, o>-,o2467g et o'-,0286o3,

pour ces coefficiens
,
qui diffèrent peu des coefficiens o'-,oa55o3 et

o',0286oo , déterminés par les observations.

07. Le retard des marées d'un jour à l'autre, varie très-sensi-

blement avec les distances de la lune à la terre. Pour comparer sur

ce point , la théorie aux observations
;
j'ai ajouté dans les marées

périgées de la table III, les heures des pleines mers du matin et du
soir du jour même de la sysigie , ces heures étant comptées du

minuit vrai, pour celles du matin , et du midi vrai, pour celles du
soir. Leur somme est 5'-,47658g. J'ai ajouté de la même manière

,

les heures des pleines mers du matin et du soir du troisième jour

après la sysigie, et j'ai trouvé 5'-,7ig444 pour leur somme. La dif-

férence 2'-,243o55 divisée par 72, donne o',o3ii54, pour le retard

des marées d'un jour à l'autre.



^80 MECANIQUE CELESTE,
Dans les marées apogées de la même table, la somme des heures

des pleines mers du jour de la sysigie, est 5'-,64256],'et la somme
des heures des pleines mers du troisième jour après la sysigie, est

5>-.,22q5i4. La différence V ,587i55, divisée par 72, donne o',022o44

pour le retard des marées d'un jour à l'autre. On voit ainsi que

ce retard est moindre dans l'apogée que dans le périgée delà lune,

et en comparant les résultats précédens aux demi-diamètres de la

lune dans les observations de la table III , on trouve qu'à une

minute de variation dans ce demi-diamètre, répondent 2.58" de

variation dans le retard des pleines mers d'un jour à l'autre.

Voyons ce que la théorie donne sur cet objet. Les observations

de la table III , ayant été prises indistinctement vers les équinoxes

et vers les solstices; on peut y supposer -]'— 4- égal au mouvement

synodique de la lune dans les sysigies , et cos.V'— cos.V. Dans ce

cas , le retard des marées d'un jour à l'autre , vers les sysigies
, est

par len°. 54, égal à

V

,'s
+ Z3

Mais v est plus considérable dans le périgée que dans l'apogée de la

lune : on a à fort peu près dans ces deux points de l'orbite
,

/•'au==>/a
ô

/
,

]P et v, se rapportant à la moyenne distance sysigie

de la lune ; l'expression précédente devient ainsi,

t."'Q)
3 L

11 L
On a vu précédemment que —

3
— tt- ^t S mais cette valeur doit

T
'

.
1! L

être diminuée ici d'un trentième, ce qui donne —= 2,9775.— .

j'ai trouvé d'ailleurs dans les sysigies périgées de la table III
,

y t y '

-7-= 1,06057, et dans les sysigies apogées -^= 0,0,30,45; enfin on

a , en réduisant v'
t
en temps , à raison de la circonférence pour un

jour,
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jour, u
/
= o',o554655 ; cela posé, la formule précédente donne

o',o5i 125 pour le retard journalier des marées sysigies périgées de

la table III; et o'-,022272 pour le retard journalier des marées sysi-

gies apogées, ce qui diffère très-peu des retards observés , o'-,o3n54

et o',022o44.

Des heures et des intervalles des marées vers les quadratures.

58. Si dans l'équation

/s
tan

jj
cos.V. sin. 2 C4'

—

4-)

g. 2 (nt+v—4— \) = -, -,

—-. COS.V -f- ~7Ï' COS.V . COS. 2 (4-' 4-)

on change 4' dans ioo°+ 4', ou dans 3oo°+ 4'j suivant que la lune

est vers son premier ou vers son dernier quartier; et si l'on con-

sidère d'ailleurs que 4-'—4 étant peu considérable vers ces points,

on peut négliger sa troisième puissance ; on aura

~.cos.V.(4-'—4)

»V L— .COS.V r.COS.**»
r 3 r3

en nommant donc T, l'heure vraie du minimum de la marée totale
;

l'heure vraie d'une marée voisine de la quadrature , sera

^.COS.V.f4'— 4r)

— . COS. P . COS.V

les angles 4 et 4' étant comptés de la quadrature.

4'. cos.*/ est le mouvement de la lune dans son orbite , vers les

quadratures des équinoxes ; soit r' ce mouvement
,
pendant l'in-

tervalle de deux marées consécutives du matin ou du soir vers les

quadratures , intervalle que nous prendrons ici pour unité ; soit t

le nombre de ces intervalles depuis le minimum de la marée totale

,

jusqu'à celle que l'on considère ; on aura 4'» cos.p'= T't En nom-

mant r le mouvement du soleil, pendant l'intervalle pris pour

Hécan. cLi^Tome II, Nu
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unité , on aura 4= r t. cos. s ,• l'heure vraie de la marée totale sera

• donc vers les quadratures des équinoxes

,

il . r r •)—r.COS.V . X -— T.COS. £ } ,t
rp ,rj* (cos./ J
1 +r ; z— .COS.V r.COS.V

7 3 r 3

rt
Dans les quadratures des solstices, on a 4'= r'.f.cos.e'; 4 = /

cos.v

l'heure de la marée totale est donc alors

,

11

T+
. cos.

5 */. \ r'. cos. i — 1 . t
(.

COS.V J

11 h— . COS.V' -, COS.V

Comparons ces résultats aux observations.

3û. Pour cela
,
j'ai déterminé les heures des marées totales de

la table IV, correspondantes aux nos
. o, 1, 2 et 5, en prenant le

milieu entre les heures des deux pleines mers qui se rapportent

au même n°. , ces heures étant comptées du minuit vrai précédent.

J'ai trouvé les résultats suivans.

TABLE VIL

Quadratures des équinoxes.

N°5
. des marées Heures en temps vrai , de la marée

totales. totale à Brest.

o o',6o566

a o ,66125

2 o ,72411

5 o ,77815

Quadratures des solstices.

..................... o'-,6i865

1 . . o ,66011

2 . . . » o ,7og35

5 o ,75855
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Considérons d'abord l'ensemble de ces observations. En prenant

une moyenne entre les heures des marées totales de cette table

,

correspondantes au même n°. dans les quadratures des équinoxes
,

et dans celles des solstices; on aura o'-,6i2i5, o'-,662i8; o'-^iS^^;

o'-,76855
,
pour les heures vraies des marées totales correspon-

dantes aux nos
. 0,1,2,0. En appliquant ici la méthode du n°. 55

,

on trouvera pour l'expression de ces heures

,

o',6i 175 +o'-,o52o67 . t'

,

t' étant le nombre des intervalles pris pour unité , comptés de

l'instant de la marée totale du jour de la quadrature. Pour en con-

clure la constante T des formules du n°. précédent, nous obser-

verons que quand la marée s'éloigne de 1 '-,052067 > ĉ e ^a quadra-

ture, son heure augmente de o'-,o52o67 ; or dans les quadratures

de la table VII, l'heure de la quadrature à Brest, a été par un
milieu , à o1 ,46828 ; en supposant donc que cette heure soit

o'',46828—x, l'heure delamaréetotaie sera, o'-,6i 175+0,062067. a:, et

cette dernièreheure suivra la quadrature, de 1,062067.#+ 0'', 14547.

Maintenant , T est l'heure de la marée totale correspondante au

minimum, et par le n°. 24, cette heure suit la quadrature, de

i'-,50724 ; en égalant donc à cette quantité , la fonction o'-,6ii75

+ 0' -,052067. #, on déterminerai, et l'on trouvera

,

o' ,61 1 7 5+ 0^052067

.

x= o' ,67924.

C'est l'heure du minimum de la marée totale à Brest dans les qua-

dratures. Cette heure doit surpasser d'un quart de jour, l'heure du

maximum de la marée totale
,
que nous avons trouvée dans le

n°. 55 , égale à o'-,457g5. Cependant la différence de ces heures

n'est que deo'-,24i5i, plus petite d'environ 87, qu'un quart de

jour. Cela paroît indiquer une anticipation dans l'heure de la pleine

mer à Brest , à mesure qu'elle est plus petite : nous avons déjà

observé un effet analogue , dans la hauteur du zéro de l'échelle

d'observation , au-dessus du niveau de la mer, déterminée par les

marées sysigies et par les marées quadratures. Ce sont vraisem-

blablement de légers écarts de la supposition dont nous sommes
partis, savoir que les deux flux partiels, solaire et lunaire, se

superposent l'un à l'autre , comme ils se seroient disposés séparé-

Nu a,
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ment, sur la surface du niveau de la mer ; ce qui n'a lieu, que dans

le cas des ondulations infiniment petites.

Déterminons la valeur du coefficient de t' qui résulte de la loi de

la pesanteur. On a vu dans le n°. précédent, que ce coefficient

dans les quadratures des équinoxes , est égal à

V
f
i

r
)—

,

COS.V. -r. cos.

s

}
r'° cos V s

V h

V3
cos V- ?' cos.>

On peut supposer cos.V= ^p', et par le n°. 5i, p'= 20,69652.

On a pareillement, cos.'p = ~.p
}
etparlemêmen .,/?= 23,6884i;

de plus , —=— .— , dans les quadratures , et cette valeur doit être

diminuée d'un trentième : r' est le moyen mouvement, de la lune

vers les quadratures, dans l'intervalle de deux marées d'un jour à

l'autre , vers les quadratures des équinoxes , intervalle égal à

l'-joByob; et ce mouvement doit être diminué à raison de l'argu-

ment de la variation : r est le moyen mouvement correspondant du

soleil; enfin, on peut supposer cos/s =^7, et par le n°. 5i

,

47= 20,47926.011 trouvera, cela posé, o',o642 5, pour le coefficient

de t, donné par la théorie , dans les quadratures des équinoxes.

Dans les quadratures des solstices } le coefficient de test égala

-r.cos.V. | r'.cos./ £
r 3

[
cos.i'j

L' , L— . COS.V r . COS.* P
r 3 r3

Ici cos.V'= ^5r', et q'— 23,75422; cos.'v= -^q, et 7—20,47926,

r et r' sont les mouvemens du soleil et de la lune , dans l'inter-

yalle de deux marées d'un jour à l'autre vers les quadratures des

solstices, intervalle de i'-,o4644; le mouvement de la lune devant

être diminué à raison de l'argument de la variation : de plus

,

L' L— = -^ .— y mais comme il y a dix-huit quadratures d'été et six

quadratures d'hiver, dans les observations de la table VII, la

Valeur de — doit être diminuée d'un quarantième ; enfin , il faut
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U
diminuer d'un trentième , — ; on trouvera, cela posé, o'-,o4528,

pour le coefficient de t , donné par la théorie , dans les quadra-

tures des solstices. En réunissant les deux coefficiens relatifs aux

équinoxes et aux solstices , la moitié o'-,o5476 de leur somme , sera

le coefficient de t, dans toutes les observations de la table VII. Ce

coefficient est , suivant les observations , o'-,o52o67 ; la différence

est dans les limites des erreurs des observations et des élémens

employés dans le calcul.

Considérons séparément les observations des quadratures des

équinoxes , et celles des quadratures des solstices de la table VIL
En y appliquant la méthode précédente , on trouvera pour l'heure

des marées totales vers les quadratures des équinoxes

,

o i -,6o6o5+ o'-,o574n.5.f',

et pour l'heure des marées totales vers les quadratures des solstices,

o i -,6i744+o i-,o46643.£'.

L'heure moyenne de la quadrature à Brest , a été o'*,444i8 dans les

premières quadratures , et o'-,4g25g dans les secondes ; d'où l'on

tire Tégal à o',67gig
,
par les observations des quadratures des

équinoxes, et T égal à o',67go5 par les observations des quadra-

tures des solstices. La différence de ces valeurs à celle-ci o'-,67g24-,

donnée par l'ensemble des équinoxes et des solstices, est dans les

limites des eri'eurs des observations.

Il résulte des expressions précédentes
,
que les coefficiens de t',

ou ce qui revient au même , les retards de la marée d'un jour à

l'autre , vers les quadratures , sont plus grands dans les équinoxes

que dans les solstices. Ce résultat des observations est conforme à

la théorie qui nous adonnéo',o6425 et o',o4528, qui diffèrent peu

des coefficiens o',o574g3 , et o'-,o46643 , déterminés par les obser-

vations. La différence seroitplus petite encore, si l'on avoit égard

aux troisièmes puissances de 4-'— 4 ? <l
ue nous avons négligées , et

qui deviennent sensibles , sur-tout vers les quadratures des équi-

noxes.

4o. Le retard des marées d'un jour à l'autre , vers les quadra-

tures, augmente dans les marées périgées, et diminue dans les

marées apogées ; mais ce phénomène , dû à la variation de la dis-
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lance lunaire , est moindre dans les marées quadratures que dans

les marées sysigies. Four comparer sur ce point, la théorie aux

observations
,

j'ai ajouté dans onze quadratures dans lesquelles le

demi-diamètre de la lune é toit au-dessous de vingt-huit minutes , les

retards des marées, tant du matin que du soir , du jour même de

la quadrature, jusqu'aux troisièmes marées correspondantes qui

les suivent , et j'ai trouvé 5' ,26667 pour la somme de ces retards.

S'ai ajouté pareillement dans les onze quadratures correspondantes

dans lesquelles le demi-diamètre de la lune surpassoit vingt-neuf

minutes et demie, les retards des marées tant du matin que du

soir , depuis le jour même de la quadrature
,
jusqu'aux troisièmes

marées correspondantes qui les suivent; et j'ai trouvé S'-jSo^oô,"

pour la somme de ces retards. La somme des demi - diamètres

lunaires étoit de 002.22" , dans les onze premières quadratures , et

de 52728" dans les onze dernières; ainsi a5o6" d'accroissement

dans la somme de ces demi-diamètres , ont produit o',i2639 d'ac-

croissement, dans la somme de ces retards ; d'où il résulte qu'une

minute d'accroissement dans le demi-diamètre de la lune, produit

84", d'accroissement dans le retard des marées d'un jour à l'autre
,

vers les quadratures , accroissement qui est à très-peu près le

tiers de celui qui correspond à la même variation du demi-dia-

mètre lunaire dans les sysigies , et qui par le n°. 67 , est de 258".

Par le n°. cité, le retard des marées d'un jour à l'autre vers les

sysigies , est

Mi)''"'
3 L >

rn supposant r =r'— JV, l'accroissement du retard des marées

correspondant à la diminution — <T/, sera

JY -f^+"}
L L

r,
3 »-

i? étant le retard moyen des marées d'un jour à l'autre, vers
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les sysigies. On trouvera de la même manière
,
par le n°. 37 ,

r/ 3 r3

pour l'accroissement du retard des marées correspondant à —-JV,

dans les quadratures , B! étant alors , le retard moyen des marées

d'un jour à l'autre. Maintenant , on peut supposer sans erreur

.,, L' ZL . ..,.., 11.R î/
sensible ,

——= -j-, dans ces expressions, ce qui les réduit a .—

-

R' JV '

et— .

—

- ; mais on a, par ce qui précède, 22= 2705", R— Snorj";

ainsi le premier retard étant supposé de 268", le second sera de go" :

les observations donnent 84"; la théorie sur ce point est donc d'ac-

cord avec elles.

4 1 . Nous pouvons maintenant , réduire en nombres , l'ex-

pression de la hauteur etjr
:
de la mer , à un instant quelconque, au-

dessus de sa surface d'équilibre , expression que nous avons don-

née dans le n°. 20. On a vu précédemment
,
que les termes de cette

expression , multipliés par B et par Q , sont insensibles à Brest.

On peut d'ailleurs, vu la petitesse de ^, supposer sans erreur

sensible , dans le terme qu'il multiplie , y= a. La constante a est

l'intervalle dont la marée solaire suit à Brest , le passage du soleil

au méridien , cet intervalle étant réduit en degrés , à raison de 4oo°

pour un jour; or l'ensemble des observations des marées sysigies

nous a donné pour cet intervalle , o',i87g3 , et l'ensemble des ob-

servations des marées quadratures donne pour le même intervalle

,

o'
-,i7g24: le milieu entre ces deux résultats, est o'-,i8558; en le

réduisant en degrés , on aura 75°,452 ; c'est la valeur que nous assi-

gnerons à k Cela posé, l'expression de a.y sera pour Brest,

ay=—ome,o2745. {i
3 .(i—3.sin t

p)+ 5i
,3.(i—S.sin.V';}

. me J

£

3
.sin.*'.cos. v.cos. fu

—

rj5°,&'ù2) 1

+ ,07179-
^ +5pmdUtif

r
éCOS . i/. cos .f t,+4_4'_7

5°
j
432; j

_ f z'

3 .cos.V.cos.2("u—•73°,432J ]+ °
rae

'
7ail2

'l+5r.cos.V.cos.2^+4-r—7 3 ,432;J"

Dans cette formule , i°. v est l'angle horaire du soleil , c'est-à-dire

,
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l'angle qu'il a décrit par son mouvement diurne , depuis son passage

au. méridien de Brest
,
jusqu'à l'instant pour lequel on calcule

;

2°. v et v sont les déclinaisons du soleil et de la lune , les déclinai-

sons boréales étant supposées positives, etles déclinaisons australes,

négatives ;
5°. 4 et 4' sont les ascensions droites du soleil et de la

lune ;
4°. i est le rapport de la moyenne distance du soleil , à sa

distance actuelle, et i' est la parallaxe actuelle de la lune, divisée

par la constante de cette parallaxe ;
5°. enfin, les quantités f, v,

4, 4-S i et i
1

se rapportent à un instant qui précède de i'",5o7a4,

celui que l'on considère.

Les différentes causes qui modifient les oscillations de la mer

sur nos côtes , et probablement aussi , l'erreur de l'hypothèse des

oscillations infiniment petites, dont nous avons fait usage, écartent

un peu la formule précédente , des observations ; ainsi , l'instant

de la basse mer, déterminé par cette formule, diffère de quelques

minutes , de l'instant observé
;
parce que la mer , à Brest , emploie

un peu moins de temps à monter qu'à descendre. On a vu encore,

que par les mêmes causes , le niveau de la mer est un peu plus

élevé dans les sysigies que dans les quadratures ; elles paroissent

encore retarder les marées , à raison de leur grandeur : malgré ces

légers écarts , on pourra employer la formule précédente, dans le

calcul des marées que les vents peuvent altérer d'une quantité

beaucoup plus sensible.

Cette formule offre un moyen simple de déterminer les plus

grandes marées qui doivent suivre chaque sysigie . La connoissance

de ces phénomènes intéresse les travaux et les mouvemens des

ports; elle est encore utile pour prévenir les accidens qui peuvent

résulter des inondatious produites par les grandes marées ; il im-

porte donc qu'ils soient déterminés d'avance : on y parviendra de

cette manière. La plus grande marée suit , comme on l'a vu , d'en-

viron un jour et demi , l'instant de la pleine ou de la nouvelle

lune; et lorsqu'elle a lieu, les angles v—70°,452,etu+4—4'—70 :,

,432

sont nuls ou égaux à deux angles droits ; on a donc alors

,

*f=— ome,o2745.{ï3 .fi—5.s'm.*v)+ 5ï3.(i—3.sin.Vj}
+ orae,o7i79 . { db i

3
. sin. v . cos. v=t 3 i'

3
. sin. v' . cos. v' }

-5- omV78ix2. (ï'
3
,cos.V +3i'3

.cos.V'}.

On
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On peut clans cette expression , négliger les deux premiers termes

qui sont très-petits par rapport au dernier , et qui d'ailleurs n'ont

d'influence sensible
,
que vers les solstices où les marées sont déjà

sensiblement affoiblies par les déclinaisons des astres. Alors on a

aj/= ome,78ii2. {i
3 .cos.V+ 5i'

3 .cos.V}.

Dans les sysigies des équinoxes, j=i à fort peu près
; y et y' sont

nuls , et la valeur moyenne de ri est^ ; en prenant donc pour unité
>

Ja valeur moyenne de a.j
, vers les sysigies des équinoxes ; sa

valeur pour une sysigie quelconque , sera

ay= -^. {i
3 .cos.V+ 5i'

3 .cos.V}.

Ainsi l'on aura par cette formule très-simple , la hauteur de la pi us

grande marée qui suit d'un jour ou deux, chaque nouvelle ou

pleine lune, les quantités i, i', y , et v se x-apportant au moment
de la sysigie. Cette formule déterminera encore le plus grand abais-

sement delà marée, au-dessous de la surface d'équilibre; car il

résulte de l'expression générale de a.y
,
que la mer s'abaisse à-peu-

près autant au-dessous de cette surface, dans la basse mer, qu'elle

s'élève au-dessus , dans la haute mer qui lui correspond. Quant à

la marée prise pour unité , on la déterminera par un grand nombre
de différences de la haute à la basse mer , observées un jour ou

deux, après les sysigies voisines de l'équinoxe; la moitié de la

valeur moyenne de ces différences , sera à très-peu-près la marée

prise pour unité.

4:1. Il nous reste, pour compléter cette théorie, à déterminer

par une formule simple et facile à réduire en table, l'heure de la

pleine mer. Reprenons l'équation du n°. 21,

L . , ,,— .cos.V.sm. 2(4—4 )
tang. 2 (nt+k—4'—k) = r- _

__

—
. cos.V+— . COS.V.COS, 2 (4— 4')

Cette équation renferme les sept variables r, r, y ,
y', nt, 4 et 4';

ainsi , sous cette forme , il seroit difficile de la réduire en table.

Mais on peut la simplifier, par la considération du peu de diffé-

rence qui existe entre les diamètres apparens du soleil et de la lune.

Soient H et H' les demi-diamètres apparens de ces astres, dans
M£can. cél. Tome II. Q
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L' sL

leurs moyennes distances à la terre , où nous avons établi —= -—

>

soient h et h' leurs demi-diamètres actuels : on aura, en obser-

vant que dans la formule précédente , — doit être diminué d'en-

viron un trentième , ou plus exactement , dans le rapport de

2
5
8q84i a5;

/ h V
(—1 .cos.V.sin. 2(4— 4'J

ïàng:2frâ>+^-4cr;^3—«——

—

—

—

.

2,89841 1 — J.cos.V+( —
J

.COS.V.cos.2(4-4'^

Pour faire usage de cette équation , on formera d'abord une table

des valeurs de la fonction

{ 3,8984,
j-(W*>s.„j,

correspondantes à tous les degrés, depuis *>= o, jusqu'à ^=32°.

On corrigera les demi-diamètres h et h', du soleil et de la lune, don-

nés par les épliémérides, en en retranchant les quantités qui, dans

cette table, répondent aux déclinaisons de ces astres. On aura ainsi

à fort peu près,

— \ .sin.2.(4— 49
ni+ -as-—4'—* ==r t ang.tang. '

//z'V / h V 1

2,89841 J—J + (-) .cos.2(4-4';

h et A' étant ici les demi-diamètres du soleil et de la lune , cor-

rigés par ce qui précède. Par ce moyen , les déclinaisons du soleil

et de la lune, disparoissent de l'expression de nt+ir— 4'—* A la

rigueur , il faudroit retrancher du demi - diamètre du soleil , la

quantité h. (1— i/cos.VJ; mais cette quantité étant fort petite,

et la valeur de h différant peu de
S) 9

^
'

'

, on peut y subs-
0,89041

tituer pour h , cette dernière quantité. La même remarque s'ap-

plique à la correction du demi diamètre de la lune ; et comme

l'influence de cet astre sur l'heure des marées, est à celle du soleil

,

dans le rapport de 2,8g84i à l'unité ; les demi-diamètres H' et H



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE IV. 291

i + • * * a r r • =,89841. Jï'+ff
entrent suivant ce rapport, dans la tonction—-- *_ .ail on

, ,.„.. , h'.H,H+h'-h ' (H-h).(h'-h)
considère ensuite que la dmerence de -——a— -,,7—.est—1—r-—7

,

et qu'elle peut être négligée , vu la petitesse des deux facteurs

H—h, et h'— h j on aura

C sin.5>Y4— 4')
)

nt-\-<n—4-'—x=T.ang.tang.< 0/ fH+h'—h\ 3 V
6 s )2,8984i.( ——7—) +cos.2(4—4;^

On peut facilement réduire en table, cette expression de nt+vr-4-'-*-;

et en convertissant les angles en temps, à raison de la circonfé-

rence entière pour un jour, on aura la loi des retards des marées, sur

l'instant du passage de la lune au méridien supérieur, ou infé-

rieur, instant déterminé par la condition de ni-\-^—

4

,=: o, ou

ni+«—4'= 200°. Mais pour se servir de cette table, il faut con-

noitre dans chaque port , le temps dont le maximum de la marée

suit la sysigie. On a vu qu'à Brest, ce temps est de 1» ,5o7a4 , et

suivant les observations , il est à-peu-près le même dans tous nos

ports de l'océan; en sorte que les valeurs de nt+ v— 4'— * cor-

respondent aux valeurs de 4-—4-' qni précèdent de i'-,5o724, l'ins-

tant pour lequel on calcule. Il faut , de plus , connoître la cons-

tante a ; cette constante réduite en temps , est l'heure de la pleine

mer qui suit la sysigie , de i'-,5o r

]
i2^; on pourra ainsi la déterminer

par un grand nombre d'observations de l'heure de la pleine mer du

second jour après la sysigie.

4:0. Rappelons en peu de mots, les principaux phénomènes
des marées , et leurs rapports avec la loi de la pesanteur univer-

selle. Nous avons principalement considéré ces phénomènes vers

leurs maxima et vers leurs minima, et nous les avons partagés

en deux classes , l'une relative aux hauteurs des marées , l'autre

relative aux heures des marées et à leurs intervalles : examinons

séparément ces deux classes de phénomènes.

Les hauteurs des marées dans chaque port , à leur maximum
vers les sysigies , et à leur minimum vers les quadratures , sont les

données de l'observation
,
qui peuvent le mieux faire connoître le

rapport des actions du soleil et de la lune sur les marées, et au

Oo 2
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moyen de ce rapport , les divers phénomènes des marées

,
qui.

résultent de la théorie de la pesanteur universelle. L'un de ces phé-

nomènes, très-propre à vérifier cette théorie, est la loi de dimi-

nution des marées en partant du maximum, et la loi de leur accrois-

sement en parlant du minimum. On a vu dans les nos
. iS et 5i

,
que

la théorie de la pesanteur s'accorde parfaitement sur ce point , avec

les observations.

Ces loix de diminution et d'accroissement des marées , varient

avec les déclinaisons du soleil et de la lune : on a vu dans le n°. 26

,

que leur diminution vers les sysigies des équinoxes, est à la dimi-

nution correspondante vers les sysigies des solstices , dans le rap-

port de i5 à 8 , et que ce résultat est conforme à la théorie de la

pesanteur. Pareillement, on a vu dans le n°. 02, que l'accroisse-

ment des marées, en partant de leur minimum vers les quadratures

des équinoxes , est à l'accroissement correspondant vers les qua-

dratures des solstices , comme 2 est à 1 , et que la théorie de la

pesanteur donne à fort peu près le même rapport.

Suivant cette théorie, la hauteur des marées totales dans leur

maximum , vers les sysigies des équinoxes , est à leur hauteur

correspondante vei's les sysigies des solstices , à-peu-près comme
le quarré du rayon est au quarré du cosinus de la déclinaison des

astres vers les solstices , et l'on a vu dans le n°. 26
,
que cela

diffère peu du résultat des observations. Par la même théorie

,

l'excès de la hauteur des marées totales dans leur minimum vers les

quadratures des solstices , sur leur hauteur correspondante vers

les quadratures des équinoxes , est le même que l'excès de la hau-

teur des marées totales dans leur maximum vers les sysigies des

équinoxes , sur leur hauteur correspondante vers les sysigies des

solstices 5 et l'on voit par les nos
. 26 et 52

,
que cela est exactement

conforme aux observations.

L'influence de la lune sur les marées, croit
,
par le principe de la

pesanteur, comme le cube de sa parallaxe; et par le n°. 28, cela

est tellement d'accord avec les observations
,
que l'on eût pu en

conclure exactement la loi de cette influence.

Les phénomènes des intervalles des marées , ne s'accordent pas

moins avec la théorie
,
que ceux de leurs hauteurs. Suivant cette
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théorie , le retard des marées d'un jour à l'autre , est environ deux

fois moindre à leur maximum vers les sysigies
,
qu'à leur minimum.

vers les quadratures ; il est de 27' à-peu-près dans le premier cas

,

et de 55' dans le second. On a vu dans les ncs
. 55 et 5g ,

que les ob-

servations s'éloignent fort peu de ces résultats de la théorie.

Le retard des marées varie avec les déclinaisons des astres ; il

doit être plus grand vers les sysigies des équinoxes que vers celles

des solstices, dans le rapport de 8 à 7 ; vers les quadratures des

équinoxes, il doit être plus grand que vers celles des solstices, dans

le rapport de i5 à g. On a vu dans les nos
. 56 et 5y ,

que les obser-

vations donnent à-peu près ces mêmes rapports.

Les distances de la lune à la terre , influent sur le retard des ma.
rées. Suivant ]a théorie , une minute d'accroissement dans le demi-

diamètre de la lune, donne 25i" d'accroissement dans ce retard

vers les sysigies , et 90" seulement vers les quadratures ; et l'on a

vu dans les nos
. 57 et 4o, que cela est d'accord avec les observations

qui confirment ainsi , sous tous les rapports , la loi de la pesanteur

universelle.

J'ai insisté sur le flux et le reflux de la mer
;
parce qu'il est

de tous les résultats des attractions célestes , le plus près de nous

,

et que nous pouvons à chaque instant, en reconnoître les loix.

J'espère que la théorie que je viens de présenter" de ses phéno-

mènes , déterminera les observateurs , à les suivre dans les ports

favorables à ce genre d'observations , tels que celui de Brest. Des
observations exactes et continuées pendant une période du mou-
vement des nœuds de la lune, fixeront avec précision les élémens

de la théorie du flux et du reflux de la mer , et peut-être, feront

connoître les petits flux partiels dépendans de la quatrième puis-

sance inverse de la distance de la lune à la terre
,
phénomènes en-

veloppés jusqu'ici , dans les erreurs des observations.
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CHAPITRE IV.

Des oscillations de l'atmosphère.

44. .Dans l'impossibilité de soumettre à l'analyse, les mouve-

mens de l'atmosphère , dûs aux variations de la chaleur du soleil

,

et à toutes les circonstances qui modifient ces mouvemens ; nous

nous bornerons k considérer les oscillations dépendantes des attrac-

tions du soleil et de la lune , en supposant à l'atmosphère , une

température uniforme , et une densité variable
,
proportionnelle

dans chaque point, à la force comprimante. En partant de ces hy-

pothèses, nous sommes parvenus dans le n°. 5<j du premier Livre

dont je conserverai ici toutes les dénominations , aux deux équa-

tions suivantes :

rI-^-{(^)- 2 "- sinJ ' COS - Ô -(^-)}

4- r\ JV.r . f sin/9 .(-£ j + 2n . sin. 9 . cos. 6 .(~
J ] —W'-g.ty'-gJy;

Si l'on suppose à la mer, une profondeur constante, égale à /', et

si l'on fait abstraction de sa densité, comme nous l'avons fait dans

les nos
. îo et suivans ; on aura par le n°. 36 du premier Livre

,

,H.\ )— 272. sin. S. cos. 6J -^
J

1

-\-r-.$<v. |sin. 2 9/-T^j+2ra.sin.0.cosJJ ~ \\—$-J7~'—g.£y i

, ( / du\ /'dv\ H.cos.fl ")
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la valeur deV étant la même ici, que dans les équations précé-

dentes. En faisant donc

,

(l— ï) . u -f- lu= lu" }

<7_ /;. ,/+ /V = ,?*/' ,-

(l-ï).y+îy=ly";

les quatre équations précédentes donneront celles-ci

,

, rn (fddu'\ . „ „ /A/
I VTt)— 2 7z.sm.9.cos.9.( —

+ r" . JW. I sin.'fl . (-7^-) + 27z . sin. . cos. fl . f-|-J
\ =fp^'— g.fy" ,-

-, {fdu"\ (dv"\ u". coati )

Ces deux équations sont évidemment celles des oscillations de la

mer, en lui supposant la profondeur /, et dans ce cas, on peut dé-

terminer la valeur dey", ainsi que celle dey ,
par le premier cha-

pitre de ce Livre ; on aura donc ainsi la valeur de y\ par l'analyse

exposée dans ce chapitre.

Nous avons observé dans le n°. 57 du premier Livre, que k étant

la hauteur du baromètre dans l'état d'équilibre ; ses oscillations

cik.(y-\-y' )
sont représentées par la formule —

, et par conséquent
,

par celle-ci

,

al. {If -l'y}

1.(1— V)
'

Il est facile de voir par le n°. 5j du premier Livre, que l est ïe

rapport de la hauteur de l'atmosphère , au rayon terrestre , en

supposant la densité de l'air et sa température
,
par-tout les mêmes

\

or on trouve par l'expérience
,
qu'à la température de la glace

fondante, la densité du mercure est à celle de l'air, à-peu-près

dans le rapport de 10620 à l'unité ; et comme la hauteur moyenne

du baromètre est d'environ ome,76 , il en résulte que /= j^. A des

températures plus élevées, la valeur de /augmente. Pour avoir une

idée des oscillations du baromètre ; nous supposerons la tempéra-

tare, telle que Z= -, ce qui est une des profondeurs delà mer,
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pour lesquelles nous avons déterminé dans le n°. 11, la valeur

de ay
,
qui sera dans ce cas, celle de ay'

'
; nous supposerons de

plus , / = 2 /, ce qui est encore une des profondeurs de la mer,

que nous avons considérées : la valeur de «y, sera celle qui est

relative à cette profondeur. En substituant donc pour /, /', ces

valeurs , et pour *y et ay", les quantités que nous avons trouvées

dans le n°. 11; en considérant ensuite que £= oŒe,76, et que le

rayon terrestre est égal à 6066200 mètres ; on aura pour détermi-

ner les oscillations du baromètre,

1.(1-1'

)

l
v J J

.

n - { I+3-COS.29")
.

3= omc,ooooioo23. i k{sm.V-j.co5,V-j-e.sin.sf -fê.cos.V }

1,0000 ^
i-4,6t)52.sin.

2
É

_ _ )-2,q542.sin.'t
6 [ . . f cos.V.cos.2f/zf+'s--4-) 1+ me,00001062D.< '£ . ... Y.sin.s

fl.J
, a ,

k ,/ ,,A.
\-o,6a,22.sm.

6 9/ (.
-4-e.cos. v .vos.2(7it+^~^- ) j

-o,o8gg.sin.
8
Ô

-o,oo76.sin.
l °9

Si l'on suppose le soleil et la lune , en conjonction ou en opposi-

tion , dans le plan de l'équateur , et dans leurs moyennes dis-

tances , où e= 5 à fort peu près; on aux-a à l'équateur, omG,ooo65o5,

pour la différence de la plus grande élévation à la plus grande

dépression du mercure dans le baromètre. Cette quantité
,
quoique

très-petite, peut être déterminée par une longue suite d'observa-

tions barométriques faites entre les tropiques où les variations du

baromètre sont peu considérables : ce phénomène est digne de

l'attention des observateurs.

L'action du soleil et de la lune , excite un vent correspondant

au flux et au reflux de la mer ; déterminons la force de ce vent

à l'équateur, dans les suppositions précédentes. Pour cela, nous

reprendrons la première équation de ce n°. , et nous y ferons

c-os. S= o ; elle donnera

~IF ~ ~ g ' \d^J
*~g ' \d^J *\d^J *

or
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or on a.y'+y = 2y—y" ; de plus , on a par les n°
s
. 4 et n

,

\H7j =—2g-om%iz'5i6.{cos.*v.sm.-2(nt+'n—4) -{- e.cosSv'.sln.2(jit-\-™~ 4- ) } ;

en substituant donc pour y et y" leurs valeurs , on aura

-r— =—2g\i me,o56g. (cos.V.sin. 2(nt-\-^—4j+e.cos.V.sin. 2('7z£-r'3—'"f )} 1

ce qui donne à fort peu près en intégrant

,

dv = H.dt+ 7̂.ndt.i
m%oî>Go

j
- { cos -V.cos.2f7z£-W—4j+«?.côs.V.cos.2(n£+v~4') }

Si l'on suppose que dt représente une seconde, ndt sera à-peu-

près la cent millième partie de la circonférence ; de plus ,
— est^
6

du rayon terrestre que nous désignerons par r; on aura ainsi,

rdv'=: rHdt+om%oi8'65.{cos. u
p.cos.2(nt-{-'^—4)+o.cos.'p'.cos.2(nt-{-v-~'i'')}-

Si la constante iîTn'étoit pas nulle; il en résulteroit à l'équateur,

un vent constant, et l'on pourroit expliquer ainsi, les vents alises.

Mais la valeur de cette constante , dépend du mouvement initial de

l'atmosphère, et nous avons déjà observé dans le n°. 6
,
que tout ce

qui dépend de ce mouvement , a d û. être anéanti depuis long-temps,

par les résistances en tout genre
,
que les molécules de l'air éprou-

vent en oscillant; d'où l'on peut généralement conclure que les

vents alises ne sont point dus à l'attraction du soleil et de la lune

sur l'atmosphère.

Si l'on suppose ces deux astres en conjonction ou en opposition,

dans l'équateur , et e=% ; on aura ome,07 532 ,
pourle plus grand espace

qu'une molécule d'air parcourt dans l'intervalle d'une seconde,

en vertu de leurs actions réunies ; or il paroît impossible de s'as-

surer par l'observation , de l'existence d'un vent aussi peu consi-

dérable , dans une atmosphère d'ailleurs très- agitée : mais il n'en

est pas ainsi des variations barométriques , vu , sur-tout , l'ex-

trême précision dont les observations du baromètre sont suscep-

tibles : ces variations qui, comme nous l'observons dans les hau-

teurs des marées
,
peuvent être considérablement accrues par les

circonstances locales , méritent toute l'attention des observateurs.

MicAJsr. cèl. Tome IL P p
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Nous ignorons jusqu'à quel point les petites oscillations que

l'action du soleil et de la lune excite dans l'atmosphère, peuvent

modifier les mouvemens produits par les causes diverses qui agitent

un fluide aussi mobile , et dans lequel , à raison de cette grande

mobilité , une cause très-légère peut être la source de changemens

considérables. L'observation peut seule nous instruire à cet égard :

nous observerons seulement
,
que si l'atmosphère recouvroit im-

médiatement le noyau solide de la terre ; les équations différen-

tielles de son mouvement , seroient
,
par ce qui précède , les mêmes

que celles de la mer , en lui supposant par-tout , une même pro-

fondeur ; or on a vu dans le n°. 8, que les oscillations de la seconde

espèce, les seules qui dépendent de la différence entre les décli-

naisons boréales et australes du soleil et de la lune, disparaissent:

ces oscillations disparoissent encore, ou du moins, sont presque

insensibles, lorsque l'atmosphère recouvre une mer dans laquelle

ces oscillations sont nulles ou très-petites , ainsi que cela a lieu

dans nos ports ; le signe de la déclinaison des deux astres n'a donc

pas d'influence sensible sur les modifications de l'atmosphère,



LIVRE V.

DES MOUVEM.EN S DES CORPS CELESTES 3 AUTOUR

DE LEURS PROPRES CENTRES DE GRAVITE.

Les mouvemens des corps célestes autour de leurs propres centres

de gravité , ont une telle liaison avec leurs figures , et les oscilla-

tions des fluides qui les recouvrent; que nous croyons devoir en

présenter l'analyse , immédiatement après les théories exposées

dans les deux Livres précédens. Nous ne considérerons parmi les

corps du système solaire, que la terre, la lune, et les anneaux de

Saturne , les seuls par rapport auxquels la théorie de la pesanteur

puisse être comparée sous ce rapport , aux observations 5 mais

l'analyse suivante peut s'étendre généralement à tous les corps

célestes.

CHAPITRE PREMIER.

Des mouvemens de la terre , autour de son centre de gravité.

1 . Rap p e L on s ici les équations générales du mouvement d'un

corps solide de figure quelconque, démontrées dans leChapitre VII

du premier Livre. Si l'on conserve toutes les dénominations de ce

Chapitre ; les équations (D) du n°. 26 dupremierLivre, se réduisent

aux suivantes , en y substituant au lieu de p', y', r', leurs valeurs

C.p, A.q et B.r,

Pp i
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, (B-A) dN dN'

. A
ap-i — .qr.dt ==—-.cos.S -.sin. fl

c ce
r»

7 ,
fC-J3;

T
{AV.sin.ô+ rfAr'.cos.ol . «EV*

r/or -|
— . ,-p . dt~ — -. sin. <? -| —.cos.p; >;(xJ J

f^-CT , {dW.sin:«+«aV'.cùafl-} diV" .

dr-\ — .pq.dt=—- -.cos.p —-.sm.f

Il faut présentement déterminer les momens d'inertie ^4 , B , C,

et les valeurs de dN, dN' et dN".

1 . Considérons d'abord les momens d'inertie. Soit R le rayon

mené du centre de gravité de la terre, à sa molécule dm; soit ^, le

cosinus de l'angle que R forme avec l'axe de l'équateur; soit en-

core -sr, l'angle que forme le plan qui passe par cet axe, et par le

rayon R, avec le plan qui passe par le même axe, et par le premier

axe principal : R. V 1

—

(î—^.cos.^, sera la distance delà mo-

lécule, au premier axe principal ; R. V î

—

(î— y.*) . s'm* & , sera

la distance de la molécule, au second axe principal ; et R. V \—y*,

sera sa distance au troisième axe principal , ou à l'axe de l'équa^

teur. Ainsi , le moment d'inertie d'un corps relativement à un de

ses axes, étant la somme des produits de chaque molécule du corps,

par le quarré de sa distance à cet axe , et ~d , B „ C étant par le

n°. 26 du premier Livre , les momens d'inertie de la terre
j
par

rapport au premier, au second et au troisième axe principal ; on

aura

\A= S.R\dm. {1—<i— p'J.cos.*»},-

B — S.

M

2
. dm. {1— (1— i*).sm.*'*y;

C ~ S.R\dm. {1—^}s
les intégrales devant s'étendre à la masse entière de la terre.

Maintenant, on a
dm = R^êdR.dp.dûr ;

si l'on observe ensuite que les intégrales doivent être prises depuis

i?— o, jusqu'à la valeur de R à la surface, valeur que nous dési-

gnerons pari?'; on aura

^d = j:. 6". R 5
. dy.dv. { 1—(l— fS). COS.V} ;

M =!.S.R'\dy..dv. {i_Ci_^;. sin.V},-

C =\.S.R 5 .dp.dv.{i— Fs}.
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Supposons i?'
5 développé dans une série de cette forme

,

_K'
5= £A >+Z7(')+£/«+Z7^+&c;

V W étant une fonction rationnelle et entière de y- , K i— ^-, . sin. -w

et l/i—^.cos.-sr, assujétie à l'équation aux différences partielles

i-ï.Ct+i;.£AO.

La fonction 1

—

(x—pt
).cos.*'sr est égale à }+ {y—Ci—///^.cos.V}

/

la constante f est comprise dans la forme C/~W , et la fonction

j— fi— f-^O-cos/'s-, est de la foi'me U^\ puisqu'elle satisfait pour
U^, à l'équation précédente aux différences partielles. Pareille-

ment 1

—

(1— ^).sin.a
<sr est égal à f+ {}— (\— ft'Jl.sin.V}, et le

second terme de cette expression est de la forme U^\ Enfin la

fonction 1

—

y? est égale à j-jr(\— (*") , et la partie T
— p* est de la

forme Z/W ; on aura donc en vertu du théorème que nous avons

démontré dans le troisième Livre, n°. 12;

B =\.S.d[i.d*r. {f.Z7(0)+{y— (l— tf)iWCL. m~},VÙ})

C =f.S.dit.d™. {f.Z7^+(fT — ^;.Z7W}.

Les intégrales doivent être prises depuis y=— 1, jusqu'à y-— i, et

depuis v = o
,
jusqu'à ^=21, ce qui donne

,

B =±*;Ul'\+±.S.Ut».dtt.'d<*. {f— (1— /*
a
;.sin.'*}/

La fonction £7^ est de ceite forme
,

+ H'".(i—^).sm.2^+H"".(i—^).cos.2^.
La considération des axes principaux, donne par le n°. 5i du troi-

sième Livre

,

H' = o, H"-=o, II'" = 0.

Ces trois équations renferment toutes les conditions nécessaires
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pour que- les trois axes soient des axes principaux. On aura ainsi

,

i5 g.5 2 3.5*

i5 9.
5* 3-5* '

i5 9.
5*

Si l'on veut que les trois momens d'inertie ^4 , B, C, soient égaux

entre eux , on auraH= o , H"" == o, et par conséquent U^= o;

cette dernière équation satisfait donc à- la-fois , aux conditions des

trois axes principaux , et à l'égalité des trois momens d'inertie
;

or on a vu dans le n°. 27 du premier Livre, qu'alors les momens
d'inertie sont égaux par rapport à tous les axes ; la sphère n'est

donc pas le seul solide qui jouisse de cette propriété. L'analyse

précédente donne l'équation générale de tous les solides auxquels

elle appartient , équation que nous avons annoncée dans le n°. cité

du premier Livre. On doit observer ici
,
que ces résultats sont

indépendans de la supposition que l'origine de R' passe par le

centre de gravité du sphéroïde, et qu'ainsi , ils ont lieu, que] que soit

le point où l'on fixe cette origine dans son intérieur.

La terre étant supposée formée d'une infinité de couches varia-

bles du centre à la surface 5 le rayon H d'une de ses couches peut

toujours être exprimé de cette manière,

a étant un très petit coefficient constant , et Y^\ Y^\ &c. , étant

des fonctions delà même nature que U { '\ U^\ &c. , c'est-à-dire,

qui peuvent satisfaire à la même équation aux différences par-

tielles , et qui , de plus
,
peuvent renfermer a , d'une manière quel-

conque. En négligeant les quantités de l'ordre <**, on aura

i?
5=a5+5*a5.{r^+rw+r^+&c.};

partant , si l'on conçoit un solide homogène d'une densité repré-

sentée par l'unité , et dont le rayon de la surface soit celui de la

couche dont il s'agit ; on aura relativement à ce solide
,
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A=—'-

\-a..S.â .Y^.dp.d™. {y— (l— i*[i) .COS^âr} j
i5

B = -^-+ *.$.c?.YM.dp.dir. (y— Ci— f*';.sin.
a w},-

10

10

En différentiant ces valeurs par rapport à a, et en les multipliant

ensuite par la densité de la couche dont le rayon est /?, densité que

nous représenterons par p , p étant une fonction quelconque de a ;

on aura les momens d'inertie de cette couche , et pour avoir ceux

de la terre entière , il suffira d'intégrer les momens de la couche

par l'apport à a , depuis c= o, jusqu'à la valeur de a , relative à

la surface de la terre , valeur que nous désignerons par l'unité. On
aura ainsi

,

8tA=-— . S. p . d. à+ & . S. p . d(a*Y&) . dp . dv . { T—Ci—n') . cos.V }
-

10

B =— .S.p.d.a?+ a..S.f>.d(a
sYW).du.d<n.

{ T
—Ci—/O.sin.V},-

C =-^-.S.
?
.d.aï

'+ ct.S.
!
,.d(a5Y'^).dp.d^. { T— '(*.*},;

la différence d. (a5Y^) étant uniquement relative à la variable a,

H résulte de l'équation (2) du n°. 29 du troisième Livre, que si

l'on nomme a<p, le rapport de la force centrifuge à la pesanteur à

l'équateur , on a par la condition de l'équilibre des fluides répan-

dus sur la terre

,

S.?.d(a5YM)=\.{YW+ ^.(p*— \)}.S. ? .d.a\

la valeur de Y^ dans le second membre de cette équation , étant

relative à la surface de la terre , et les intégrales étant prises depuis

a= o
,
jusqu'à 0=1 ; on aura par conséquent

,

u4.———>S. o.d.a5
-\ .tp.S.p.d.a3

10 27

+— .$.Yl*Kdp.dv. { y—Ci—^.cos.'»}. J.p.cf.a*;



5o4 MÉCANIQUE CELESTE,

ib 27

+—.S.YW.dt*.d<*.{j— (i—iJi.
t).8mSir}.$.f.d.G i

,

C =—— .S.p.d.a — .<?. S.p.d.a3

10 . 27

o

La fonction 1^'*) est de cette forme

,

h. (j
— i^)-\-h' .h-.V 1— /"

s
.sin. ™+ h".p. V 1— tf.cos.™

+ h"'.(i—^).sin.2v+ h"".(i—y*).cos.2™.

La considération des axes principaux donne par le n°. 02 du troi-

sième Livre

,

h':= 0, h"z=o, h"'= Oy

et par conséquent,

Y^ = h.(\—^)Jrh"".(\—^).cos.w.

On a vu dans le troisième Livre
,
que la variation de la pesanteur

étant à très-peu près proportionnelle au quarrè du sinus de la lati-

tude, la valeur de h"" doit être très-petite; elle seroit nulle en

effet , si la terre étoit un solide de révolution ; mais pour plus de

généralité , nous la conserverons dans les recherches suivantes
;

nous aurons ainsi,

^4= -—.S.p.d.

a

—~. a.T
.
(h— \<p) .S.p.d. a

3— |. a.v,h""S-

?

• d. a ;

B =^r.S.p.d.a5-±.*K.(h-i<p).S.?.d.a5+ l.*?r.h"".$. h d.as

s
10

C =—.&.p.d.cf+ jj.et.7r.(h— ^<p). S.p.d. a*.

5. Considérons présentement les valeurs de dN, dN 1

, dN"
qui entrent dans les équations différentielles (Z?') dun°. 1. SoitZ

la masse d'un astre qui agit sur la terre ; soient x
, y , z , les coor-

données de son centre , rapportées au centre de gravité de la terre,

-
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et r,= Vx'+j'+ z
11

; nommons x', y', z', les coordonnées d'une

molécule dm , du sphéroïde terrestre ; supposons enfin
,

pr= L ^

{xx'+yy'+zz'}

S/(x'-xr+ (y'-yr+ (z-zf

les forces attractives de L sur la molécule dm , décomposées pa-

rallèlement aux axes des x, des y et des .z , en sens opposé à

leur origine, et diminuées des mêmes forces attractives sur le

centre de gravité de la terre
,
que nous considérons ici comme

(dv\ (dv\ (dV\ r, ,immobile, seront (yr )> ( "tt )> ( ~rr)' Ces forces sont celles que

nous avons désignées par P, Q, H, dans le n". ^5 du premier Livre;

on aura donc par ce même n°.

,

dN'

dt

dN'

dt

dN"

Si l'on observe ensuite que l'on a

*'•
(57)

~y -(£)r'- (S)- »• (f)
»

on aura

dN o , f fdV \ fdV^
lT= S-dm'{*\d^j-X\dy-)j i

d^= S.dm.{z.(^-x.(^};
dN"

dt

Les coordonnées x',y', z', étant supposées très-petites relativement

à la distance r de l'astre L , au centre de gravité de la terre , on

peut développer V, dans une suite fort convergente par rapport

aux puissances réciproques de r'y on aura ainsi à fort peu près
,

Mécan. CEI,. Tome II. Q q
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dN 3L
-y-=— . S. cl7n. (x x'+yy'+zz'). (y x— xy') ;
tï t Y

.

dN' 5L
-r-= ——

.

S-, dm.(x x'+yy'+ z z') . (z x'— x z') ;

dN" 3L
, ,———-. S. dm. (xx +yy + zz ).(zy —y z ).

On a vu dans le n°. 28 du premier Livre
,
que les valeurs de p, ç, r,

sont indépendantes de la position du plan des x et desj; or si

nous prenons pour ce plan, l'équateur même de la terre , on aura

= o , et si nous prenons pour l'axe des x , le premier axe prin-

cipal, nous aurons ç>= o; nous aurons- de plus par le n°. 26 du

premier Livre,

S.dm.(y'%
-\-z'*)=.>Ai S.dm.(x ,îl->rz*)=B; S.dm.(x'*+y'*)=C;

S.xy'.dm = o ; S.x'z'.dm = o ; S.y'z' ,dm-=-o
5

partant

,

dJL= ^.(B-^).xy s

dN' 3L _— = —.(C— ^).xz;

dN" 3L „-=-. (C-B).yz;

les équations (D') du n°. 1 , deviendront ainsi
?

. (B—A)
7

3L.dt (B—A)
dp+——

.

qr.dt=
r5

.—^— .xy ;

dq + —-.rp.dt = —^r-.—j-.yz; }; (!''..

(A-C) ZL.dt (A-C)
dr+—j-.pq.dt= —^j-.~^—.xz i

Ces équations supposent que r
t
est fort grand par rapport au rayon

du sphéroïde terrestre , ce qui est vrai relativement au soleil et à

la lune; mais il est remarquable qu'elles seroient encore très-

approchées, dans le cas où l'astre attirant étant fort près de la
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terre , la figure de cette planète seroit elliptique. Pour le faire voir

,

nous observerons que l'on a par le n°. 2
,

x'= R.V \— /n
a

. cos. -a- ; y'= R.V 1— ^.siiL-sr ; z'= i?.^:

si l'on nomme v et a.
, ce que deviennent par rapport à l'astre L ,

les quantités (j. et « , relatives à la molécule dm du sphéroïde ter-

restre , on aura

x= r
/
.vi— v' . cos. a ; y—rr vi— y? .siri. x ., z=r,v:

si l'on substitue ces valeurs dans la fonction V\ et qu'ensuite on la

développe par rapport aux puissances de — , on aura une série de

cette forme

,

et il est facile de s'assurer, par le n°. 25 du troisième Livre
,
que

les fonctions U^\ V <
-
3

\ &c. , sont des fonctions telles que l'on a

généralement

,

*• a/A J 1— im
Reprenons maintenant l'équation

,

on aura

^ V^/ \dyj r> Y \dx ) \dy /j
L.R3 f /dm 3A /dU^\)

+—
•v

r\-*r)-'-hrh
4- &c.

Les différences partielles du second membre de cette équation

,

étant prises par rapport à des variables indépendantes de ^ et de <sry

/dtfàï\
si l'on désigne généralement par U'y) , la fonction J-\—j~ )

on aura

.j,.{ f,-„j.(^
j
+fig)

< du. ) 1—uu



5o8 MÉCANIQUE CÉLESTE,
en sorte que la fonction Z7'W est de la même nature, que les fonc-

dN
tions yW et U^; l'expression précédente de —— deviendra ainsi

,

par ce que l'on a vu dans le n°. 2 , et en substituant pour dm , sa

valeur R'id&dtt.cfar, etpour-S, sa valeur a+aa^Y^'^+Y^+èic.} ,

JN aL
~- = -^.S.d.(c/Y^).U'V.dy..d™
lit T,

+ ~.S.d.(asYW).U'V\dy..dv

4- &c;

les différentielles d.(a5Y^) , d. (a e.Y <-
3
'>)

, &c. , étant relatives à

la variable a; or l'équation (2) dun°. 2g du troisième Livre, donne

généralement à la surface de là terre , et lorsque i surpasse 2

,

S.p.d (ai+3 . r'G»; =(—-^ • Y {i) -S.p.d.a

les intégrales étant prises depuis a= o ,
jusqu'à a= 1 ', et Yty dans

le second membre de cette équation , étant relatif à la surface de la

terre ; on aura donc

~.S.p.d(a eY^).U/ V\d
f*.dv= 7~, S.Y( 3\U'V\dn.dv.S.

P
.d.a

3
.

Si la ligure de la terre est celle d'un ellipsoïde; Y^ est nul
?

et alors l'expression de -7— se réduit à son premier terme , non-

seulement à cause de la grandeur de r
t

, mais parce que les valeurs

de Y^\ Y^\ &c. , sont nulles. Quoique la figure elliptique ne

satisfasse pas exactement aux degrés mesurés des méridiens; cepen-

dant , l'accord des variations de la pesanteur avec cette figure , in-

dique que Y^ 3

\ Y<- '), &c. , sont peu considérables par rapport à Y^;
on peut donc calculer les mouvemens de l'axe de la terre , en lui

supposant une figure elliptique , sans craindre aucune erreur.

4. Rapportons maintenant, les coordonnées de l'astre L, à un
plan fixe que nous supposerons être celui de l'écliptique à une épo-

que donnée; soient X, Y, Z, ces nouvelles coordonnées, l'axe des X
étant la ligne menée du centre de la terre , à l'équinoxe du prin-
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temps ; l'axe des Y étant la ligne menée du même centre , au pre-

mier point du cancer, et la ligne des Z étant la ligne menée de

ce même centre , au pôle boréal de l'écliptique : on aura par le

n°. 2 1 du premier Livre

,

x = X. cos. <p+ Y. cos. 9 . sin. p—Z . sin. 9 . sin. ç ;

y= Z\ cos. 9 . cos. p

—

X. sin. s— Z.sin. 9, cos. 9/

£ = F.sinJ + Z.cos. 9.

Les équations différentielles (.F
7

) du n°. précédent, deviendront

ainsi

,

, fg-4) _3L.dt.(B-A) r{rs
.cos.

2
9+^.sin. 29-XJ

-2r^.sin.9.cos.9}.sin.2?"(
oP C

'qT '

zr, 5 .C 'l + { 2Xr.co3.9-2XZ.sin.S}.cos.2 9 j
;

- (C-B) 3L.dt(C-B) ('{C^-Z 2
;.sin.9.cos.9+ r^.rcos.

I
â-sin.

a
9;},cos.<p| ~.

?+ A
-rP-a rKA •[_(xr.sin.9+X^.cos.9}.sin.? ]'" { }

dr
(A-C) ZL.dt.(A-C)

f {XY.sin.6+XZ.cosJ}.cos.y
j

£ "-P^ t?.B "'l+{(fr'
2-Z 2;.sin.9.cos.9+ZZ.{cos. 2

9-sin.
s
9;}.sin. ?J

Intégrons présentement ces équations. Si les deux momens d'iner-

tie^ et B étaient égaux, ce qui auroit lieu dans le cas où la terre

seroit un sphéroïde de révolution ; la première de ces équations

donnerait dp = o , et par conséquent
, p constant : lorsqu'il y a

une petite différence entre ces deux momens d'inertie, la valeur

de p renferme des inégalités périodiques , mais elles sont insen-

sibles ; en effet , l'axe instantané de rotation, s'éloignant toujours

très-peu du premier axe principal, q et r sont de très-petites

quantités , et l'on peut sans erreur sensible , négliger le terme

—-

—

.rq.dt, de la première des équations (G). Le second membre

de la même équation se développe en sinus et cosinus d'angles

croissans avec rapidité
,
puisque ses termes sont multipliés par le

sinus ou le cosinus de 2 <p ; ces termes doivent donc être encore

insensibles après les intégrations : on peut ainsi supposer dans les

deux dernières des équations (G),p=n, n étant la vitesse moyenne
angulaire de rotation de la terre autour de son troisième axe prin-

cipal. Mais comme la discussion de la valeur de p est très-impor-

tante , à cause de son influence sur la durée du jour ; nous revien-
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drons sur cet objet, après avoir déterminé les valeurs de q et de r.

Faisons pour abréger

,

Z-
v . {(Y*— Z*).sin.Q.cos.ô+ YZ.(cos.*Q— sin.*8))=P;

~.{Xr.sm.6+XZ.cosJ}=P';

les deux dernières équations (G) deviendront,

dq-\ .rp.dt=—-— .dt. { P.cos. <p— P'.sin. p]

;

A A
(A—C) . (A—C) _ r _, _ .

dr H — .pq.dt——-

—

.dt. [P .cos.v+ F.sm.tp}.

P et P' peuvent être développés en sinus et cosinus d'angles crois-

sais proportionnellement au temps. Soit &.cos. (it+t) , un terme

quelconque de P, et £'.sin. (it+t) , le terme correspondant de P'

;

on aura , en n'ayant égard qu'à ces termes

,

dq<\ —.rp.dt= — .dt.{(&+k').cos.(p+it+t)-\-(&-&').cos.(<p-it-t)}j

dr + -^.pq,dt=-^.{(k+k').sm.(t+it+Oi-(L--F).sin.(<?-it- i)}>

Si l'on suppose dans ces équations

,

q = M.sin.(tp+ it+z)+N.sm. (<p— it— t) ;

r =s M'.cos. (<p+ it+t)-\-N'. cos. (<p
— it— t)

;

on aura, en observant que d? est à très-peu près égal à ndt
}

M:
C^-\(C—B).{n.(^+B— C) + iB}

(n + i)\AB~ n*.(A— C).(B— C)

(—\(C—^). {n.(^l+B—C)+ iu4}

M'=K 2 '

(n+ if.AB— te.(A— C).(B— C)

(—).(C—B). {n.(^?+B—C)—iB}
jsr == \Jt-L

(n— i)*.AB—n\(A— C).(B— C)

(—\(C—^). {n.(^+B—C)— i^}

(n—i)\AB— if-.(A— C).(B— C)
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Reprenons maintenant les équations du n°. 26 du premier Livre,

d <?— d4"COs. 9 =pdt ;

d \ .sin. 9. sin. <?—d 9. cos. <? =q dt;

d-]..sm.. 9. Cos.? + d 9. sin. <p = rdt.

Ces équations donnent

,

c?9 = rd t. sin. <p— qdt. cos. q> ,•

on aura donc

,

Ja /M'—M\ .
•

.
.' /N'—N\ .

'

—= ( I . sin. ( 2 <p+ 1 1+ s) + l

J
. sin, (2 ?— it—i)

(N+N>_M-M') .

-) .sin. (il+ ij.

Nous pouvons négliger les deux premiers termes de cette expres-

sion de —
,
parce qu'ils sont insensibles en eux-mêmes , et que

d'ailleurs , ils n'augmentent point par l'intégration. Il n'en est pas

ainsi du troisième terme que l'intégration peut rendre sensible, si i

est fort petit. Dans ce cas , on peut négliger i , relativement à n

,

et l'on a à fort peu près

,

Les expressions précédentes de q dt et de rdt, donnent

<f4-sin.9 = r dt. cos, ?+ q dt.sin.<p /

d'où l'on tire
,

c?4 • sin. 9= (
J

. cos. (2 ?+ *£+ -1- f

J
. cos. (2<?— it—s)

(M + M'+N+N')
4 . COS. (1 1+ i) 3

2,

en négligeant les deux premiers termes de celte expression
,
qui

sont toujours insensibles , et en supposant i fort petit , on aura à

très-peu-près 7

/çzC—A—B\ .

<Z4.sm.9 = ( — ).&. cos. (it-\-t).
\ an. L J

Si l'on désigne par s.£.cos. (it+t) , la somme des termes dans
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lesquels P peut se développer, et par s.k'.sin.(it+t) , la somme
des termes dans lesquels P ' peut se développer , 2 étant la caracté-

ristique des intégrales finies ; on aura

à\ . n
/a C—A— B\

-7-.sm.9 = — — ).s.A.cos.(it Jri).
dt \ are. C /

En intégrant ces équations , sans avoir égard aux constantes arbi-

traires ; on aura les parties de 9 et de 4 qui dépendent de Faction de

l'astre L. Pour avoir les valeurs complètes de ces variables , il faut

leur ajouter les quantités qui dépendent de l'état initial du mou-
vement. Si l'on n'a égard qu'à cet état, les deux dernières des équa-

tions (G) deviennent

/C-B\
'

,
(A—C\dq+

[

——\.nr.dt = o ; ar-fl—— \.nq.dt= o;

d'où l'on tire en intégrant

,

qz= G.sin.fht+C) ;

G et S étant deux constantes arbitraires , et a étant égal à

(C-A).(C-B) .,— . Si Ion substitue pour q et r, ces valeursn.\/-
AB

dans l'équation
de—

- = r. sni. p— g. cos.
dt 2

on aura , après avoir intégré

,

, {n.(B—C)—hA\ „
2n.(n-f-A).(B— C)

( xA + n.(B-C) \—

1

; r~7^—;r, ( • G. cos.( »— a £— C) ,•

h étant une nouvelle arbitraire. Si la valeur de G étoit sensible ,

on la reconnoîtroit par les variations journalières de la hauteur du

pôle ; et puisque les observations les plus précises n'y font remar-

quer aucune variation de ce genre , il en résulte que G est insen-

sible
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sible, et qu'ainsi l'on peut négliger les parties de 9 et de 4 j qui

dépendent de l'état initial du mouvement de la terre.

O. Reprenons maintenant les équations {H) du n . précé-

dent. La première donne en l'intégrant , et en observant que

S.Z-'.cos. (it+i), est le développement de la fonction P'

,

zn.C J

Les seuls astres qui influent d'une manière sensible , sur les mou-
vemens de l'axe de la terre , sont le soleil et la lune : considérons

d'abord , l'action du soleil. Soit p la longitude de cet astre , comptée

de Féquinoxe mobile du printemps ; soit encore y , l'inclinaison de

cette orbite, sur le plan fixe , et A la longitude de son nœud ascen-

dant , les angles p et A étant rapportés à l'orbite même du soleil ; on

aura

y • yX= /^.COS*.— .COS. P+ r
/
.Slll\ —.COS. (p— 2 A) /

y , yY= r, . cos*.— . sm. p— r, . sin'.— . sm, (p— 2 A ) s
' 2 2

Z = r,. sin. y. sin. (v— A) °

d'où l'on tire

,

Xy=— .cos4.—.sin. 2p -j-^-.sm
2.>.sin.2A——.sin4.—.sm/zp—4a);

2 2 4 2 2

r 2 y .
7" ?

XZ=— .sin.v.cosV— .s'm.(2P—A) V'Sin.2>.sim A
2 2 4

t 2 y+—. sin.y. sin'.— .sin. (2v—5 A ).

a a

'Vu l'extrême lenteur du mouvement des points équinoxiaux , on
peut supposer dp égal au mouvement angulaire du soleil, pendant
l'instant dt, et l'on a par les nos

. 19 et 20 du second Liyre
,

r* dp= a'm dt. V\— e*
;

m t étant le moyen mouvement du soleil , a étant sa moyenne dis-

tance à la terre, et e étant le rapport de l'excentricité de son orbite,

à cette distance moyenne. On a de plus
,
par le n°. 20 du même

Mécan. ceu Tome II. R r
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Livre , en négligeant les masses des planètes relativement à celle du

soleil ,
— =ot°, et l'équation à l'ellipse donne

a i+e.cos. (V— rj

1— e*

r étant la longitude du périgée solaire ; on aura donc relativement

au soleil
;

P.dt= --—-.{XY.sin.6+X-Z.cosj}

3mdv.fi+- e .cot.(v—T)\ (XY . , XZ .)== i—
r
— U-. __. sinJ + __-.cos.3 .

y y X^
Si l'on substitue pour — et —— , leurs valeurs précédentes en v;

on verra d'abord, après avoir développé P'dt en sinus de l'angle t>

et de ses multiples
,
que les termes dépendans de la longitude r de

l'apogée solaire , renferment l'angle v , et qu'ainsi, ils ne peuvent

pas devenir sensibles par l'intégration. Il n'en est pas de même des

XZ
termes dépendans de la longitude du nœud : la fonction —-, iutro-

. • n -ni 7 -1
3mdv .

unit dans P .dt , le terme — . sm. 2 y. cos. 0. sin. A, et vu la
4

lenteur des variations de y et de A, ce terme peut devenir par

l'intégration , très-sensible dans la valeur de S. On aura ainsi à

très-peu près, en observant que e et y sont fort petits , et en ne

conservant parmi les termes multipliés par ces quantités
,
que

ceux qui peuvent croître considérablement par les intégrations ,.

fP' .dt — . sin. 9 . cos. iv .cos. fl • fy dt,sxa. A,
J 4 2 J

y. sin. A est le produit de l'inclinaison de l'orbe solaire
,
par le sinus

de la longitude de son nœud ascendant , comptée de l'é-quinoxe

mobile du printemps ; et cette inclinaison étant fort petite, on

peut prendre pour y , ou son sinus , ou sa tangente ; or on a vu

dans le n°. 5o, du troisième Livre
,
que si l'on désigne par r , la

longitude du nœud ascendant de cet orbe , comptée d'un équinoxe

fixe, tang. >-.sin.r est donné par un nombre fini de termes de la
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forme c . sin. (gt+C) , et que tang. y. cos. r , est donné par le même
nombre des termes correspondans c. cos. (gt+ C) • de plus

, 4 étant

le mouvement rétrograde des équinoxes , à partir de l'équinoxe

fixe , on a A= r+ 4 , ce qui donne

tang. y. sin. A— tang. y sin. r. cos. 4 + tang. y. cos. r . sin. 4-

En substituant c. sin.fgtf-j-é^au lieu de tang.}'. sin.rj et c.cos.(gt-\-G)
y

au lieu de tang. y. cos. r- on aura

tang. }'.sin.A= c.sin. (gt \-S-\--\-).

On voit donc que pour avoir tang. ^. sin. A, il suffit d'augmenter

les angles des différens termes de l'expi'eàsion de tang. y. sin. r, delà

quantité 4« On peut même , en négligeant les quantités de l'ordre c%

substituer pour 4 ? Ie moyen mouvement des équinoxes ; et alors
,

tang.}'. sin. A , sera composé d'un nombre fini de termes de la forme

c.s'm.(ft+€) ,
qui ne diffèrent des termes de l'expression de

tang. y . sin. r
,
qu'en ce que les angles g t, sont augmentés du moyen

mouvement des équinoxes. On trouvera de la même manière
,
que

tang.}-. cos. A sera composé du nombre correspondant des termes

de la forme c. cos. (ft+ £); ainsi en désignant par s. c. sin. (ft-\- C),

la somme de tous les termes de l'expression de tang. y . sin. A
;

l'expression de tang. >.cos. A , sera z.c.cos(ft+ë) ; et ces quan-

tités seront encore les expressions de ^.sin. A, et de ^.cos. A. On
aura, cela posé, pour la partie àefP'dt, dépendante de l'action

du soleil

,

3ttî 3m s c
fP'dt= — .sin.9.cos.2f-i .cos. O.S. ~.cos.(ft+ S).

4 2. f
Considérons présentement l'action de la lune. En désignant par L\
sa masse , et par a! , sa moyenne distance à la terre ; en nommant
de plus , relativement à cet astre , m', v\ r', e', a', et y', ce que nous

avons nommé m, v ,
r, e, A, et y, relativement au soleil, et faisant

«

on trouvera par l'analyse précédente

,

Jr at-= — .sin, O.cos, iv .cos. 9. fy à t. sin. a'.

R r 2
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X Y

La fonction —— introduit encore dans l'intégrale fP'dt, le terme

.sin. 9./> y/.sm.i! A.
4

J

Ce terme croît beaucoup par l'intégration ; mais il est aisé de voir

que malgré cet accroissement , il reste encore insensible ; en sorte

que les seuls termes sen&ibles que l'action de la lune introduit dans

l'intégraley"P'ûf £, et par conséquent dans la valeur de 9, sont ceux

auxquels nous avons eu égard. Quelques Astronomes ont intro-

duit dans cette valeur , une petite inégalité dépendante de la lon-

gitude du périgée de l'orbe lunaire ; mais on voit par l'analyse

précédente
,
que cette inégalité n'a point lieu. Le moyen mouve-

ment du périgée lunaire , étant double à-peu-près du mouvement

des nœuds de la lune, un terme dépendant de l'angle 2 A'+ r' pour-

ront devenir sensible, quoique multiplié par e'y'
3,

,- mais l'analyse

précédente nous montre qu'il n'existe point de terme semblable
,

dans l'intégrale fP'dt.

Pour évaluer la fonction fy'dt. sin. a', nous observerons que

dans tous les cîiangemens qu'éprouve la position de l'orbe solaire,

l'inclinaison moyenne de l'orbe lunaire sur son plan , reste tou-

jours la même, comme on le verra dans la théorie de la lune; or

en supposant ce satellite mû sur le plan même de l'orbe solaire , on

a y'— y, et a'= a ,- on a donc, eu égard aux variations de l'orbe

solaire

,

fy'dt. sin. a' =— s.—. cos.( ft+C).

Soit de plus, c, la tangente de l'inclinaison moyenne de l'orbe de

la lune, sur celui du soleil, et —ft— £', la longitude de son

Nœud ascendant sur cet orbe , comptée de l'équinoxe mobile du
printemps

; on aura en vertu de cette inclinaison ,

fy'dt. du. A'= £-.côs. (f't+C)
J

en réunissant donc ces deux termes , on aura relativement à la

lune

,

fy'dLsin.A'—j.cos.(f't-yç')—?.j.cos.(ft+€);
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m

f + ^7;— . cos. 9 . cos, (f't+C)
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et l'on aura par les actions réunies du soleil et de la lune

,

Km ,
")

7.COS.2f >

. , Zm /zC—A—B\ i

„
c ,n

v=hi —- .(
J.<
— (^+A^/7Z.COS. 9.S.—.cos.f/^-K^-

x.mc'

T
6. Déterminons présentement la valeur de 4 , et pour cela,

reprenons la seconde des équations (H) du n°. 4, en lui donnant

cette forme

,

,. . * (aC—A-B) .

d|.sin.fl = - —z—-.P.dtf
an. G

on a par le n°. précédent , relativement au soleil ?

Y'—Z2=-L- .cos 4.— .fi-cos.2^)--Jr .sin
s.>.{cos.2A_cos/2f—2A>]

2 2^ 4
L '*

^.sin
2
.3/.{i-cos.f2f-2Aj} + —.sin4.—.{i-cos (2v-4>a)};

YZ == -7 . sin. 2>. cos. a-^-— . sin. -v. cos*.— .cos (2

v

—A)
4 22
^ • • T r-

'

-,+ — •Sin.J'.SllT
1
.— . COS. ^2^ OA^) ;

z 2

on aura donc par l'analyse du même n°. , en négligeant les quarrés

de e et de y , et les quantités qui restent insensibles après l'inté-

gration
,

f.dt— . cit. sm. 9. cos. 9 — .sin. 9. cos. 9.a.sin.2^
2 4
3/712

H .ydt. cos. A. {cos.
s
9— sin,

s
9}^

2

expression dans laquelle il faut substituer pour y. cos. A , sa valeur

s.c.cos. (ft+S).

On trouvera par la même analyse
,
que l'on a relativement à la

lune,

„ 3a.ma
.cft . „ 3a. 7n2 , , j . ,Fat— .sm. 9. cos. 9 .sm. 9. cos. &.d. sin. iv

2 4m

4-
" m

-. { cos.
3
9— sin.

5

8 } . s. c. cos. (ft+C)

O A . 771
2

+ • (cos.
2
9— sin. 2 9}.c'.cos. (ft+C);
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on aura par conséquent

,

. . cos.fl ( Km ")

(i+M.ra.cos.8 —
.{ d.sia.2p+—.d.sm.2v

,

v
' adt { m j

d± 5m(zC—A—B)) , ,
{co3. aô-sin.s

ôj

dt 4n C \ slnJ

(cos. 1!)—sinX )
+ Ato.-^ : '-.c'.cos.fff+O

Pour intégrer cette équation, nous observerons que la valeur de 8

n'est pas constante , et que ses variations séculaires deviennent

sensibles par l'intégration , dans le premier terme de cette expres-

sion de -r- ; or la seule partie de la valeur de 8
,
qui puisse acqué-

rir une valeur un peu grande
,
par la suite des siècles , est celle ci

,

— -—-.(
ç

hfi-f*;. cos. 8.s.— .cos. (ft+e)j

c'est donc la seule à laquelle il soit nécessaire d'avoir égard : ainsi

,

en faisant pour abréger

,

3ms /2C-A—B)\ .

—.{ -
Q

yi+*).COS.h = l;

le premier terme de l'expression de ~r-, deviendra en négligeant
Cl C

les quantités de l'ordre c%

l+l*. tang.A.s.— . cos. (ft-\- C).

Il est inutile d'avoir égard à la variabilité de 8 , dans les autres

termes de cette expression qui donne après l'avoir intégrée

,

4==^+^+s.Uy-ij.tang.A+cot./i|.y.sin.(yf+f;-—

-

.S111.2J'.

-H™*+ 77T7T7,
l

.,„ I „„. r1* •**•&'+ e ')>'

2m'.(i-{-h)
~

(
lJrh)-f ûn.h.cos.h

<f
étant une constante arbitraire.

L'expression de 8, du n°. précédent, peut être mise sous cette

forme

,

le Ik
e— h__s .— . cos, (ft+ e)+—-— . c' , cos. (f't+ e ')

/.tang. h ( m ")

4 -^— . -(COS. 2 *>+ —;.*. COS. 2 *> \.sm.(i+A) l m' J
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En réunissant ces valeurs de 4 et de 9, avec celles-ci p^=n; on

aura tout ce qui est nécessaire pour déterminer à chaque instant

,

les mouvemens de la terre , autour de son centre de gravité.

7 . Les valeurs de 4 et de 9 sont relatives à un plan fixe; pour

avoir ces valeurs par rapport à l'écliptique vraie , considérons le

triangle spnérique formé par l'écliptique fixe, par l'écliptique

vraie , et par l'équateur. Il est aisé de voir que la différence des

deux arcs interceptés entre l'équateur et le nœud ascendant de

l'orbe solaire , dans ce triangle , est à très-peu près égale au produit

de cot. 9, par l'inclinaison de l'orbe solaire à l'écliptique fixe, et

par le sinus de la longitude de son nœud ; cette différence est donc

égale à cot. A.z.e.sin. (ft+ë) ; or si l'on nomme 4-', la distance

de l'intersection de l'écliptique vraie et de l'équateur, à l'origine

invariable , d'où l'on compte l'angle 4- sur le plan fixe , on aura à

très-peu près ,4— 4' pour cette différence ; on aura donc

4— 4'= cotJ.S.c.sin. (ft+€) ;

d'où l'on tire

,

4'=U+ f4- s. 1 1+ -7T. tang.'A I . (—/-}• cot - &'*<? « ait (ff+ O
l\ {cos. 2

fc—sin.
s fi) ,.„,, I

+
, ,

. , .
X

. ,
,-£-.</. &m.(f't+ e')- ; ^HJfcS»

(
lJrh)-j' sin.n.cos,n J 2m.(i-^h)

-.S111.2*' ,

Si l'on nomme ensuite ,
9' l'inclinaison de l'écliptique vraie sur

l'équateur ; on trouvera facilement , en considérant le triangle

spbérique précédent, et en observant que 9'— 9 est fort petit,

Ô
7—9= S. tSeos. (ft+C};

on aura par conséquent

,

V= h+ s.(£P).c.cos.(ft+6)+ —±—.t/.eo3 r(ff+e'}

/.tang h ( m
i icos.2-p+— .*«eos»4zm.(i-\-K) { m

La partie s.f— ).c.cos.(ft + C) de cette expression, donne %
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variation séculaire de l'obliquité de l'écliptique vraie , sur l'équa-

teur. Si la terre étoit spliérique , il n'y auroit point de précession

en vertu de l'action du soleil et de la lune ; on auroit ainsi l= o, et

la variation séculaire de l'obliquité de l'écliptique vraie , seroit

•s..c.cos.(ft+Ç). On voit donc que l'action du soleil et de la lune,

sur le sphéroïde terrestre , change considérablement les loix de

cette variation qui deviendroit même presque nulle , si le mou-
vement de précession du à cette action, étoit très-rapide relati-

vement au mouvement de l'orbe solaire ; car ce dernier mouve-

ment dépend par le n°. 5 , des angles (f— l) . t , dans lesquels les

coefficiens f— /, seroient alors très-petits par rapport à / et à f;

en sorte que la fonctions f— ) .c. cos.(ft+ £), deviendroit presque

insensible. Dans les suppositions les plus vraisemblables sur les

masses des planètes, l'étendue entière de la variation de l'obliquité

de l'écliptique , est réduite par l'action du soleil et de la lune , sur

le sphéroïde terrestre, à-peu-près au quart de la valeur qu'elle au-

roit sans cette aclion ; mais cette différence ne se manifeste qu'a-

près deux ou trois siècles,,

Pour le faire voir, développons la fonction s «( -t- )c.e,os.(ft+£),

par rapport aux puissances du temps ; elle devient , en négligeant

les termes au-delà de sa première puissance
,

S.f — ),c.cos.€-~ t.z.(f— /J.c. sin.C

Le coefficient jf— Z est , comme on l'a vu , le même pour la terre

supposée sphérique
,
que pour le cas où elle diffère de la sphère

;

la variation séculaire de l'obliquité de l'écliptique , est donc lamême
pour ces deux cas , dans les temps voisins de l'époque.

La fonction s. < 1 + -^-.tang^/j 1 . (Z—f) • coi h,c. cos. (ft+S) 7

de l'expression de -y- , donne la diminution de l'année moyenne

,

il t

en réduisant cette fonction en temps , à raison de la circonférence

entière pour une année. La diminution qui auroit lieu par le seul

mouvement
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mouvement de l'écliptique , et en faisant abstraction de l'action du

soleil et de la lune sur le sphéroïde terrestre , seroit

2.(7

—

f).cot.h. c. cos. (ft+C)

eette action change donc encore l'étendue de la variation de l'an-

née, et la réduit à- peu-près au quart de la valeur qu'elle auroit

sans cette action.

8. Considérons présentement l'influence de cette action , sur

la durée du jour moyen. Nous observerons d'abord que l'axe ins-

tantané de rotation ne s'écarte jamais du troisième axe principal,

que d'une quantité insensible : on a vu dans le n°. 28 du premier

Livre
,
que le sinus de l'angle formé par ces deux axes , est égal à

J

—
,- or il est visible par ce qui précède, que g et r sont

insensibles , et qu'ils n'ont d'influence sensible sur les valeurs de S

et de 4, que par les intégrations; on peut donc toujours confondre

Taxe instantané de rotation de la terre , avec son troisième axe

principal ; et ses pôles de rotation répondent toujours à très-peu

près , aux mêmes points de sa surface.

Déterminons le mouvement de rotation de la terre , autour de

son troisième axe principal. Il est aisé de voir que p étant égal à

d? d-1
-5 -j-. cos.fly il exprime ce mouvement Si dans les équations (G)

du n°. 4 , on suppose ^4.— 1?, ce qui a lieu , lorsque la terre est un

sphéroïde de révolution ; la première de ces équations donne

dp= o, et par conséquent p égal à une constante n : mais ces

équations n'étant qu'approchées relativement à l'action de l'astre L;

nous allons prouver que l'équation p= n , a encore lieu, en ayant

égard à tous les ternies dus à cette action.*

Si, comme dans le n°. 2 , on prend pour le plan des x et desy ,

celui de l'équateur 5 la première des équations (£*•) du n°. 1
5
de-

viendra
,

dN

et l'on a par le n°. 3

,

dN C fdV\ fdV\\
dt \f \dxj \dyjj

Mécan. céu Tome IL S s
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Soit

Vz=s L ' dm

on aura par le n°. 5
T
en observant que par la nature du centre de

gravité , S. x'dm= o , S.y'dm = o , S. z'dm= o
;

dN (dv'\ (dV '\

-dl
=^\-d7)- x

\-dy-}

V ', étant le produit de L par la somme de toutes les molécules du

sphéroïde terrestre , divisées respectivement par leurs distances

à L; il est clair que ce sphéroïde étant supposé de révolution,V est

le même , lorsque z et V x^+y* sont les mêmes ;y est donc fonc-

.''-,, -, . , .
dN

tion de ces deux quantités; ce qui donne-—-=-0, et par conséquent

e?p= o, ou p^=n. Voilà donc un cas fort étendu dans lequel le

mouvement de rotation delà terre autour de son troisième axe,

est rigoureusement uniforme.

Dans le cas général où les trois momens principaux d'inertie

sont inégaux; le terme ( ——— j.qrdt, delapremière des équations (G)

«lu n°. 4, est insensible . même après sa double intégration , dans

l'expression dejpdt, qui représente le mouvement de rotation de

la terre , après un temps quelconque. En effet , on a vu dans le

îi°. 4 ,
que les valeurs de q et de r ne renferment point de très »

petits diviseurs qui ne sont introduits dans les expressions de 8 et

de 4- ,
que par les intégrations

; q et 7- sont donc de l'ordre le , en

ifayant égard qu'aux très-petits angles dépendans des variations

séculaires de l'orbe terrestre; et le terme f
—— Yqi', est de l'ordre

Pc1
. (
—— ). La double intégration peut lui donner un diviseur de

l'ordre /*, et alors il sera de l'ordre f
——- J.c% et par conséquent

,

insensible.

Si dans le second membre de la première des équations ( G) , on

substitue au lieu de â , ç et 4 > leurs valeurs données par une pre-

mière approximation ; il suffira de n'avoir égard qu'aux termes
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de ces valeurs
,
qui ont de très-petits diviseurs , et qui sont de la

ti. Le gi *n

forme—— . * . (ft+C) , fêtant un très-petit coefficient du même
f COS. J J

ordre que /. Mais ces termes substitués dans le second membre de

la première des équations (G), s'y trouvent multipliés par le sinus

ou le cosinus de 2<p , et par /,• ainsi après leur double intégration

dans l'expression defpdt, ils restent encore insensibles. On voit

donc que dans le cas même où les trois momens ^d , B , C, sont

inégaux , le mouvement de rotation de la terre peut toujours être

supposé uniforme, ou, ce qui revient au même, p peut toujours

être supposé égal à une constante n.

Q. C'est ici le lieu de discuter les variations du jour que les

Astronomes nommentjour moyen. Le moyen mouvement sydéral

delà terre dans son orbite, est uniforme, comme nous l'avons

démontré dans le second Livre , n°. 54. Si l'on conçoit sur cette

orbite , un second soleil dont, le mouvement et l'époque soient les

mêmes que le moyen mouvement et l'époque du. moyen mouve-

ment du vrai soleil ; si l'on conçoit de plus , dans le plan de l'équa-

teur , un troisième soleil , mû de manière qu'il coincide avec le

second soleil , toutes les fois que celui-ci passe par l'équinoxe du
printemps, et que sa distance à cet équinoxe, soit toujours égale à

la longitude moyenne du soleil ; l'intervalle de deux retours con-

sécutifs de ce troisième soleil , au méridien, sera ce que l'on appelle

jour moyen. Si le mouvement de l'équinoxe, sur l'écliptique vraie,

et oit uniforme , et si l'inclinaison de cette écliptique à l'équateur,

étoit constante; le troisième soleil se mouvroit toujours uniformé-

ment sur l'équateur : mais les variations séculaires du mouvement
des équinoxes et de l'obliquité de l'écliptique, introduisent dans le

mouvement de ce troisième soleil , de petites inégalités séculaires

que nous allons déterminer.

On a vu dans le n°. précédent, que la vitesse de rotation de la

terre, peut être supposée égale à une constante n, et que son axe

instantané de rotation ne s'écarte jamais du troisième axe princi-

pal
,
que d'une quantité insensible. Soit donc s , la vitesse angu-

laire du troisième soleil que nous concevons mû dans le plan de
'

l'équateur , et v , sa distance à l'équinoxe du printemps , rapporté

S S 2
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à l'écliptique fixe ; n— s sera la vitesse angulaire du premier axe

principal delà terre, relativement à ce soleil; et l'on aura

dq>— dp— (n— s).dt.

Mais on a par le n°. 4,

dç — ndt~\-d4-'Cos. 6 ;

on aura donc
dp= sdt-{-d4-' cos. &.

Soit p' la distance angulaire du troisième soleil , à l'équinoxe réel

,

c'est-à-dire , à l'intersection de l'équateur avec l'écliptique vraie.

C-4-

—

V)
Il est aisé de voir par le n°. n

,
que p— v

f
est égal à , et

, T , S.csin.fft + e;
. ,

par conséquent égal a
:

— ; ce qui donne

, S.c.f.cos.fA+6)
dv =sdt+d4-cosJ— dt. . : .

sin.9

Soit gt , le mouvement sydéral du second soleil , sur l'écliptique

f? !

r

vraie; g"+-j- sera sa vitesse angulaire relativement à l'équinoxe

réel ; mais on a par le n". 7,

— = -—— cot. fl.s.c./.cos. (ft+ej i

cette vitesse est donc égale à

g+-j cot. 9. s. c-/. cos. (ft+C) :

elle doit être égale à—- ; on pourra donc , au moyen de cette éga-

lité , déterminer s , et l'on aura

», <^4- A — cas.

A

s=g+ (i-cosJ)^+ (c-^y^c.f.cos.(ft+C).

En substituant pour a?4 et S, leurs valeurs précédentes ; on aura

s— S*+ 1" (i—~ cos - h)— s'm.h. \*-j> cos. (ft+ G)

+ (1—-cos.^.z.
\(-f

— /). tang.A-r-Z.cot.A l.c.cos. (ft +O
1 — cos.

h

r.h
r:.cf,si\i.(ft-\-C).
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Le temps exprimé en jours moyens, est égal kfsdt } on aura donc

pour l'équation de ce temps

,

— sni. h. s .— . sin. (ft+ t)

-f (1—cos.h).^.
|
(-T 7rJ.tang.A-H — .co\.h \.c.s'm.(ft+g)

/1 — cos. h\ »>/..»<
+ (
——— ).x.c.am.(fj+e).

Cette équation réduite en temps , à raison de la circonférence en-

tière pour un jour , ne s'élevant qu'à quelques minutes , dans une

période de plusieurs millions d'années 5 sa considération est inutile

aux Astronomes.

1 0. L'analyse des nds
. précédons , suppose la terre entièrement

solide : mais elle est recouverte en grande partie, d'un fluide dont

les oscillations peuvent influer sur les mouvemens de Taxe ter-

restre ; il importe donc d'examiner cette influence , et de voir si

les résultats que nous venons de trouver , n'en sont point altérés.

Pour cela , il faut déterminer ce que l'action de l'océan sur le sphé-

roïde qu'il recouvre , ajoute aux valeurs de dN , dN' et dN" du
n°. 1. On a vu dans le n°. 25 du premier Livre, que P, Q,H étant

les forces dont la molécule dm du sphéroïde terrestre est animée

parallèlement aux axes des x', des y' et des z\ et en sens contraire

de leur origine , on a

— S. { Q.x'— P.y'} . dm ;dt

dN'

dt
S. {R.x'— P.z'} .dm ;

dN"—— = S.{R.y'—Q.z'}.dm.
a c

Voyons quelles sont les quantités que l'action de l'océan introduit

dans ces expressions. Ce fluide agit sur le sphéroïde terrestre
,
par

sa pression et par son attraction; considérons séparément ces deux

effets. Nous supposerons pour plus de simplicité, que le plan des x'

et des y' est le plan même de l'équateur, ainsi que nous l'avons

supposé dans le n°. 3.
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Dans l'état d'équilibre, la pression, et l'attraction de l'océan , ne

produisent aucun mouvement dans l'axe de rotation de la terre; il

ne faut donc avoir égard qu'à l'action de la couche d'eau
,
qui par

les attractions du soleil et de la lune, se dispose sur la surface

d'équilibre qui termineroit l'océan , sans ces. attractions. Repré-

sentons par a.j, l'épaisseur de cette couche, et prenons pour unité

de densité, celle de la mer, et pour unité de distance, le rayon

moyen du sphéroïde terrestre : nous aurons ainsi à considérer

l'action d'une couche aqueuse dont le rayon intérieur est l'unité

,

et dont le rayon extérieur est \-\-<ty. Si l'on nomme g-, la pesan-

teur ; la pression d'une colonne de cette couche , sera le produit de

agy
,
par la base de cette colonne ; ce sera par le n°. 56 du premier

Livre , l'excès de la pression dans l'état du mouvement du fluide
,

sur sa pression dans l'état d'équilibre.

Soit R , le rayon mené du centre de gravité de la terre, au point

de la surface du sphéroïde, que cette colonne presse; soit f* le

cosinus de l'angle que le rayon R forme avec l'axe de rotation , et vr

l'angle que le plan mené par cet axe , et par R, forme avec l'axe

des x'. Soit enfin, u= o , l'équation de la surface du sphéroïde que

recouvre la mer , u étant fonction des coordonnées x\ y', z'
}
qui

déterminent la position du point dont il s'agit; on aura

x'= R. V 1 /w.
2
.C0S. -sr,°

y== R- V i— y-
a
.sin. & i

z'= R.p.

La base de la petite colonne que nous venons de considérer
,
peut

être supposée égale à R*.dp.d<n • la pression de cette colonne est

donc a.g.y.R^.d^.d^. Cette pression est perpendiculaire à la sur-

face du sphéroïde ; en la décomposant en trois forces parallèles aux
axes des x', des y' et des z', et supposées tendre à augmenter ces

coordonnées ; on aura pour ces forces
,
par le n°. 3 du premier

Livre
,

a.gy.R=-.dy..dv /du\ a gy.R* .dp.dv / du\

7 'WJ ;
'' 7 \dy) ;

cigy rRa..diA.d'&

f

/du\

'Wr
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/étant égal à $/ (-r~,) + (:p) + \Tï) * L'équation à la sur-

face du sphéroïde , est de cette forme

,

q étant une fonction très-petite de x',y', z, dont nous négligerons

le quarré ; on a donc

u= x'
2+/ s+ z'*—i— -2ç;

ce qui change les expressions des trois forces précédentes , dans

celles-ci

,

2 'J-f-y R- dy. . d™

i Wi' / 'W w/hf
2eLg.y.R2 .dp.dw f , / dq\"\

on aura ainsi , en n'ayant égard qu'à ces forces

,

dN 2ug.y.R*.dix,dvr r /Jç\ , /<f<A"|
-£-=* 7—'r -fe

7/^ -ta*)
'

dN'

dt

dN"

dt

Rapportons les différences partielles f —^ j, ( j+) et (—7), aux

variables i?, // et ^. Pour cela, nous observerons que l'on a

, y' z
'

d'où il est facile de conclure
,

«1*7 V* R / BY?w VW H W/

V/y V*/ RY7=w VW R Wv

{d^r^Kdïï)
4—s

-
; fe>'
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, . , . . , dN dN' dN"-

on aura ainsi , en observant que dans les valeurs de —— , —— ,
,u

dt dt ' dt '

on peut, en négligeant le quarré de q , supposer H= 1 et f=2,

dN
dt

dN' f y , /<lq\ M-sin.^ /dq\)—— = S.a.gv.dy.d^. { V 1

—

y. .cos.^. -— H - .(-,— \;
dt bJ

{ \dy.J y/.~, VWJ
dN r/

a . . f
,/

. /dq\ yL.cos.-sr / dq\)——
- = ù.ctgy.dy..d^r. { V 1— /* .sm.-ar.i -— - .( —- I V.

dt bJ
\ \dy.J v/IZ^T \dv)\

Déterminons présentement les valeurs de —r- . —r— et —r- , rela-

tives à l'attraction de la couche aqueuse , sur le sphéroïde terrestre.

Il est clair que si ce sphéroïde et l'océan qui le recouvre , formoient

une masse solide, il n'y auroit aucun mouvement dans cette masse,

en vertu de l'attraction de toutes ses parties ; l'effet de l'attraction

de la couche aqueuse sur l'océan, ajouté à l'effet de son attraction

sur le sphéroïde terrestre , est donc égal et d'un signe contraire à

l'effet de l'attraction de la terre entière sur la couche aqueuse
j

d'où il suit que l'effet de l'attraction de cette couche sur le sphé-

roïde terrestre , est égal à la somme des effets de l'attraction de la

terre entière sur la couche , et de l'attraction de la couche sur

l'océan , cette somme étant prise avec un signe contraire.

La résultante de l'attraction de la terre entière , sur la petite

colonne a.y .dy-.d^ , de la couche aqueuse, et de la force centri-

fuge , est perpendiculaire à la surface d'équilibre de la mer ; on

aura donc l'attraction de la terre entière sur cette colonne, en la

concevant animée de cette résultante , et de la force centrifuge prise

avec un signe contraire. La première de ces deux forces est la pe-

santeur g ,
qui doit être multipliée par la masse ay.dy-.d'n

, de la

molécule ; en supposant donc que l'équation de la surface d'équi-

libre de la mer soit

,

. , . -, -, . , dN dN' dN" , .

on aura par ce qui précède , les parties de —— ,
—— et —-— , relatives

dt dt dt

à cette force , en changeant dans les expressions précédentes de ces

quantités
3
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quantités
, q en q'. Il faut de plus , comme ou vient de le dire , les

prendre avec un signe contraire ; en les réunissant ainsi aux
expressions précédentes , et observant que q'— q exprime la pro-

fondeur de la mer," que nous supposons très petite, et que noua

représenterons par y , on aura

dN
dt

dN'

dt

dN"

~dT

o f / /dy\ jt/..sin.'ar fdy\]=— o.agr.dp.av. \ V i—^.cos.'J?. —- H . -7—
t /

1 vW \/x-^ vWJ
o 7 -7 (1/ • fdy\ i

(/- cos -'5r
(
dy \\

J
[ \<W \/i~->s VWJ

H faut maintenant considérer l'effet de la force centrifuge prise

avec un signe contraire, et le retrancher de ces valeurs, ce qui

revient à leur ajouter l'effet de la force centrifuge. Si l'on désigne

par n , la vitesse de rotation de la terre , la force centrifuge de la

petite colonne ety.d^-.d^, sera r.Ki—^; en la multipliant par

la masse do la colonne, on aura airi'y.dy-.d^.Vx—^ ,
pour la

force entière. Cette force est dirigée suivant le rayon du parallèle

terrestre ; en la décomposant en deux, l'une parallèle aux x', et

l'autre parallèle aux y', on aura ttny.d^.d^. V 1—^.cos.'sr pour

la première, et a.n"y.d^.d^. V \—/^.sin.^
,
pour la seconde ; on

• -.
dN dN ' d}*"

, . -, caura donc pour les parties de -r- ,
——- et —— , relatives a la forcer r dt' dt dt '

centrifuge
?

dN
dt

dN'

dt

dN"

S.ctn'y.dp.dGr.p. V 1—/*'2 .cos. -a-'j

== — S.a.Tfy.dy-.d'K.i*-. vi— ^.sin.-sr.
dt

Il nous reste à déterminer l'effet de l'attraction de la couche

aqueuse, sur l'océan. Pour cela, représentons par <*Z7, la somme

des molécules de cette couche, divisées par leurs distances respec-

Mécan. cél. Tome II. Tt
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tives à une molécule de l'océan , déterminée , soit par les quanti-

tés R ,
pet™, soit par les coordonnées x',y , z ; a.l—

J
, * . ( -— 1

et "•(-7-7) seront les attractions de la couche sur cette molécule,

parallèlement à ces coordonnées , ces attractions tendantes à les

augmenter. La masse de la molécule est R"dR.dfj..d-nr ; on aura

. , dN dN' dN" ,.",',,
.

donc pour les parties de —— ,
—-— ,

—— , relatives a i attraction der r dt'dt'dt 7

la couche aqueuse sur l'océan

,

S.cLR*dR.d[x.d™Ax\(^\—y\(^—\\;

S.uR'dR.dp.d'zr. I x'.{—
J
— z'.(—,

J
> ;

S,*M\dM.diA.d?Jy.(j-f j— z'\j-.)]•

Pour intégrer ces fonctions relativement à R, nous observerons

que la profondeur de la mer étant supposée très-petite , on peut

supposer R = 1 , et fR*dR— y. Si , de plus , on change les diffé-

. „ /dU\ /dU\ /dU\ „ .. .

rences partielles I —
J,
(-—

J
et (—

J
en d autres relatives aux

variables i?, m et p , les fonctions précédentes deviendront , en les

prenant avec un signe contraire,

— S. a.y.df-.d^.[ -— K°

-, 7 f«/ fdu\ {*•&*•'* /dtr\)— S.ay.dp.dw. { V 1 /^.COS.'Zr. (
—— ) -f- .1 -— 1 > /

(. \d v / \/l-^ \dlJJ )

-, -, f./ • (dU\ P-cos.-v /dU\)

I W J l/^1 \d "'>

dN dN'
Si l'on réunit ces valeurs, aux expressions partielles de - — ,

—— et

——
-, trouvées ci-dessus ; on aura pour les expressions entières de

ces quantités relatives à l'attraction et à la pression de l'océan sur

le sphéroïde terrestre
;
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diV' i 7 f «
/ /dy\ y-sin.nr A/tA")

^« &J
l VW Vi_fi» vWJ

, , f.X ï A**A ««.«in.* /<«A1— S.ay.dp.d'v . < V J—("• ,cos. ^.l -— 1-1 . -T— ) \

— S.any.dp.dvr.p. V î—

^

2 .cos.^ ;

dN" „ . . f,, . Ai>\ /a.cos.* /rf?\"|—t— = — S.agy.dp.dv. < V i—

n

s
.sill.îf. -p- ) .1 -.— }

— S. a.rfy.di'-.d'&.y-. V î—^.sin.w.

Les intégrales précédentes doivent être prises depuis y=— î
,
jus-

qu'à //.= i , et depuis ^= o, jusqu'à m égal à quatre angles droits.

En intégrant par rapport à nr, on a

S. vgf. dur. (
—-

J
= a g-y 3,— S. agy.d™. ( -— J+constante

;

or il est clair qu'aux deux limites de l'intégrale , ou ut= o, et if est

égal à quatre angles droits , la fonction a-gyy est la même, puisque

ces deux limites appartiennent au même point de la surface du

sphéroïde j on a donc a.gy y-\- constante= o , et par conséquent

,

/dy\ ( dy\
S.agy.dy.durJ-—

)
=— S.a-g.y.dy-.durA-y-

J.

En intégrant par rapport à y , on a

_ , /dy\ ./ . ,/ ; . n y.dy.sin.*?

S.*gy.dy\ ~r- }. V i-p*.sm.vr=ag.yy.V i-y*.sm.i?+ S.
ag.yy.
—

/ dyf dy\ y .—S.o.gy.dy.l —- ). V i-^s^jn.^+const.

L'intégrale doit être prise depuis y=— 1 ,
jusqu'à y= î j ory et y

ne sont jamais infinis; ainsi le radical V î— y? étant nul à ces

limites , on a à ces mêmes limites

,

*g-yy> vi—

^

2
.sin. <sr+ cens tante=o

;

Tt a
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et par conséquent,

/dy\ , . _ iJ..dy..d'a.û'n..v

S.cLgy.diJL.dvrA -— ). V 1

—

iS.sm..'®— S.a-g.yy-
'

\<W y/i—p*

—S-et-gy-dp.dir.l-j-). V i

—

p*. gin.'»'.

on trouve encore , en intégrant par rapport à -s-,

/A.COS.w A*}\ p , , p.COS.a, fdy\
à.aery.dp.air.— . —— )=:— d.a..gy.CÙJ..air.— .( —— 1

on aura donc

ft.Sin.a»

bJ
i \dy-J y/J^* \<WJ

=— S.Agy.dp.dvrA V-\—

^

2 .sin.CT.(-— )—

-

' COj "'g
.( -^- [1.

i \<W iA-^* \ dvn
On trouvera pareillement

,

= S.agy.dp.dir. \ Kl— ^.
a
.cos.^.( -— H —-

—

.(-.—
) [

,"

t vw- \/l-p"- \<WJ

, -, , àN dN' dN" . b _
les expressions précédentes de—-, —— et —^— , deviendront ainsi,

^=^^\^-^-{f-(S)-(^)} »

— 6". a.ri'y.diJ-.dv.p. V \—

^

2
.cos. nr •

— S. an'y . d p. d ir. u. y x—^.sin.^,

11. Déterminons maintenant l'influence de ces quantités, sur

les mouvemens du sphéroïde terrestre autour de son centre de

gravité. Pour cela, reprenons les équations (D 1

) du n°. l. Si l'on
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/B-Â\ . /C-B\
néglige les quantités très-petites (

——
- j.qr.dt, (

—— j.rp .dt et

/Â—C\
f \.pq.dt ; si de plus, on observe qu'ayant pris pour les axes

des x',desy' etdes z\ les axes principaux, on a p=o, et 8=0 ,011 aura

dN . dN" dN'
dp=—; dq=—; dr= —

.

On voit d'abord que les termes dépendans de très-petits angles

,

que contient dN
,
peuvent par l'intégration , en produire de très-

grands dans la valeur de p; il est donc nécessaire d'avoir égard à

ces termes.

On a vu dans le n°. 4 ,
que

de—= r.sm.p— g. cos. q>;
dt

j-.sra. 9= r.cos. p + gr.sm. <p ;

en faisant donc
d.ê „ d^.slnJ ..— = x ;

—±— =y ;
et clt

et observant que d<p est à très-peu près égal à ndt, on aura

dx"— f/r.sin. 9 — dq. cos. tp + ny".dt
;

dy''= dr. cos. p + dq. sin. tp— nx".dt.

Si l'on substitue pour dq et dr, leurs valeurs précédentes dans

lesquelles on peut changer ^4. et B en C, on aura

. . <*JV' '. dN" • _

rt^c = — . sm.p — . cos. ip + raj' . a£y

dy = — .cos. <p-i
—-— .sin. ?— 72ic .dt.

c c

_ . TT 7 ,. , , , t
^Ar'.srn.f>+JiV".cos.-)

Soit H.dt.cos.(it+e) , un terme quelconque de
,

rr, -, .,.-*' t 1 ,
dN'.cos.ip—dN".s\n,v

clll.dt. sin.(j{+ sy , le terme correspondant de ,•

les termes correspondais de x" et dey" seront,

. /iH'-nH\ ,. s
/nH'-iH\ . ,,
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Les termes dépendans de très-petits angles, ou dans lesquels i est

fort petit , sont encore peu sensibles dans les valeurs de x" et dey";

mais l'intégration les rend très-sensibles dans les valeurs de 9 et

de 4 ; et l'on a vu dans le n°. 4 ,
que la précession et la nutation

dépendent de termes semblables ; il est donc essentiel d'y avoir

égard. Ces termes sont produits par ceux de dN' et de dN", qui

dépendent d'angles très-peu différens de nt; car en les multipliant

par sin. p , et par cos. <p , il en résulte des termes dépendans de très-

petits angles ; ainsi l'on doit faire une attention particulière à ces

termes.

Les termes dans lesquels i est très-peu différent de n, deviennent

fort grands dans les valeurs de x" et de y", parce que le diviseur

i
s— 7z°, est alors très-petit. Ces termes résultent de ceux de dN'
et de dN" qui renferment de très-petits angles , et auxquels il est

nécessaire pour cela , d'avoir égard. Ils peuvent encore être pro-

duits par les termes de dN' et de dN", dépendans d'angles très-

peu différens de 2 nt ; en effet , si
,
par exemple , dN' renferme le

terme L.dt.sm.(2.nt-\-vt-\-i) , v étant très-petit , il en résultera

, , r . dN'.sin.'?+dN".cos.<p . L
dans la lonction — , le terme ~-.dt.cos,(znt-<?+pt-H)

,

AV'.cos.ç—d/V'.sin.î L
et dans la fonction — ,leterme -—.dt.sm.(-2nt-?+vt+i).

Mais dans ce cas , H ' étant égal à If, les expressions correspon-

dantes dey" et de x" perdent leur très-petit diviseur i— n , et par

conséquent , sont insensibles. On verroit de même
,
qu'un terme

de dN", de la forme L.dt. cos. (a nt-\-vt-\-i) , ne produirait dans

.v" et y", que des quantités insensibles ; il ne faut donc avoir égard

dans les valeurs de dN, dN', et dN"} qu'aux termes dépendans

de très-petits angles , ou d'angles très-peu différens de n t.

Pour analyser ces différens termes , il est nécessaire de rappeler

les équations différentielles du mouvement de l'océan. Considérons

une molécule de sa surface , déterminée dans l'état d'équilibre
,
par

les coordonnées y. et -s-/ concevons que dans l'état de mouvement

,

elle soit élevée de la quantité ay , au-dessus de la surface d'équi-

libre
,
que sa latitude soit diminuée de la quantité a-u , et que

l'angle « soit augmenté de a. p. Nommons encore u la déclinaison



PREMIERE PARTIE, LIVRE V. 535

de l'astre L ,
n son ascension droite , et r, sa distance au centre de

gravité de la terre. Soit

oL
*f=—

-

. { cos. S . sin. ii -1-sin. 3 . cos. u . cos. (n— <?— v)\ i
;

zr
t

3 *

on aura par les nos
. 3 et 4 du quatrième Livre , les trois équations

suivantes

,

rd.(yu.\/ \-

ddu
an

dt*

__ /d.(~/ u.yi—i*.*)\ __ (
d-y v\ .y~

\ d[t ) \ d~ )
;

ddv
.

/du\ fi _{&'\dvj \dv) \der)j

dP \dt J \/^p- 1—&*

Si l'on ne considère que les angles croissans avec une extrême len-

teur, ou indépendans de ? ; il est visible que la partie de/relative

à ces angles est indépendante de m ; les parties de y et de U. rela-

tives aux mêmes angles seront donc elles-mêmes indépendantes

de -a-, en sorte qu'en ne considérant que ces termes , on aura

(1)=- m--'
(f)-

:

et par conséquent

,

dN
-17= °'

dN ' dN" n 7 7./ , • , ^ f fày\ fAU\\—.sm.p+——.cos.?=S.* ,y.dp.dir. V i-p .sin. ( <^^J..i g.l ~ 1-1 -j- 1 >;

dN' dN" . , , ,/ >',-',( MA /dU\}
-^•cos. ?_— .Sm.t=S.*y.dr.d*y i-«\cos.f,+.;. t#\^£çj )•

On a vu dans le n°. 6 du quatrième Livre
,
que relativement aux

termes croissans avec une extrême lenteur, on peut supposer à

très-peu près

,

Cette équation est d'autant plus exacte, que ces termes varient

avec plus de lenteur, et qu'ils ont
,
par conséquent, plus d'influence
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sur les mouvemens de l'axe de la terre ; on a donc relativement à

ces termes

,

dN' . sin.<p+dN". cos.?

dt

dN' . cos.?

—

dN" . sinin.? / . / df\= S.a.y,dp<,d'v. V 1

—

tS.cos.(<p+ ™).l-T—J-
dt

Considérons présentement , les parties de — et de —
,
qui dé-

pendent d'angles très-peu différens de n t. On a

dN ' .sm.<p+dN" .coà.<p

dt
= S.a.y.dp.d'*.V i-^.sin.^4-»;.

J
#-(x )

_
(zr) j

— S.an'y.dp.dvr.iAV 1—
f*

s..sm.(? + ^J*

La première des équations (i) donne,

i5\ a n'y . dfj. . d™. y. . V i—ft" . sin. C? +^
7 7 /" • ( /d.-jU\/i—^\ /d.yv\)

z= S. *n*dp. dvr.p.V i-—[a* . sin.
(

<p+ <b) .
j

I

J
— ( —j— I r

«

En intégrant depuis //.=— i
,
jusqu'à p= i , on a

on a pareillement, en intégrant depuis ^=0, jusqu'à ^ égal à

quatre angles droits,

S.d^r.sin. ($+ &).( -~— J =— S.yp.d^.cos. (<p+ ™) ;

partant

,

S<<m*y.di/.,d'Tx.iJ;V 1 -^2
.sin. (<p+^)=-S.a,7i\yu.dy.dsr. (i-<2tJ-'

l
).sm.(?+'sr)

4" S.an"'
,yV'dp.d<a.u.,V l-p*.COS.(<?+vr),

On peut supposer yu développé dans une suite de tenues de la

forme JH.cos. (it+s<&+t) , H étant fonction de y. seul, et s étant

un nombre entier positif ou négatif, ou zéro , les nombres frac-

tionnaires étant exclus
,
parce que y u est le même , lorsque «:== o

,

et
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et lorsque w est égal à quatre angles droits. Pareillement, yv peut

être supposé développé dans une suite correspondante de termes de

la forme 31.sm.(it-\-svJr i) , M étant fonction de y. seul. Soient iJ'

et 31', les valeurs de H et de 31 , relatives au même arc it , et qui

correspondent à 5=1. Le coefficient i étant supposé très-peu diffé-

rent de n, l'angle it— p+ s, croît avec une lenteur extrême; en

ne conservant donc que les termes dépendans de cet angle ; on voit

que les termes de y u et de y v , dans lesquels 5 est différent de

l'unité , renferment l'angle -ar dans les intégrales précédentes , et

disparoissent ainsi par l'intégration relative à ^ 5 on a donc

,

S . a.n
ly . d y. d™ . y. . V 1—l** ,.sin. ($+ &)

— a. n*7r. sin. (it+ i— <p).S.dy..{(\— 2;S) .H'+ y. V\—u\M' }

.

Si l'on multiplie la seconde des équations (1), par &y,dy-,d&,sin.(<i>'\''®J)i

et qu'on l'ajoute à la troisième multipliée par

ety.dy..d™.y.. V 1— /^.cos. Çq\ &) •

on aura

S.a.y.dp.d'x. I (— J.sin.C?-f-^+ znyï.l -j-
J

. cos. (<p + «J

+ ("^7 h"- V^i-.^.cos.^-f^-a/z.f-^J.^. l/i-^a.sin.C?+^
|

-s..y.jF.d*.
:^a

.co,.(f+,).{g.(±y(^y(jty
i

.

En substituant pour yu et pour >t>, l'ensemble de tous leurs

termes relatifs à l'angle it, et observant que i est supposé très-

peu différer de n; le premier membre de cette équation deviendra,

*n*n.sm.(Jt+t— *).S.dp. {(1— 2y.*).H'+y.V1— y.\M'},-

on aura donc , en n'ayant égard qu'aux termes dans lesquels i est

à très-peu près égal à n
,

S.ttrfy'dy.div.y. V 1— p? .ton. (p •{•>*)

==^ a>.^.^.v/7=7.sin.r?4-;.{^(^
:)-(^)-(^)}

MÉCAK. câl-. Tome IL V v
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d'où l'on tire

,

dN '
. sirï. ip-i-dN" . cos.Hf

dt

On trouvera de la même manière
,

dN '

. cos. <?—dN" . sin . <p

= S.a.y.dp.d&. V 1—/w
2

. sin. fœ + -a- ) . ( -r^-
J

— S . Ay.dt^.d^.— .cos. (ç-h^jA -,— )•

l/i—y? \d**J

dt
S.xy.dp.dsr. V x— ///.cos. (<p+ v) . f -—

j

+ 15\ « >. d^ . d™.— . sin-Cp \-tf).[ -— ).

y i—

^

2 VW
Ces deux équations ont donc lieu , lorsque l'on n'a égard qu'aux

angles croissans avec beaucoup de lenteur, et l'on a tu précédem-

ment, que le premier terme du second membre de chacune d'elles

,

renferme encore tout ce qui se rapporte aux angles très-peu dif-

férens de n t ; en sorte qu'elles embrassent tout ce qui a rapport

à ces deux espèces d'angles , les seules qui peuvent influer sen-

siblement sur les mouvemens de la terre autour de son centre de

dN
gravité. En réunissant ces équations, a l'équation —- = o; on

aura ce qui" est nécessaire pour déterminer l'influence de la mer

sur ces mouvemens.

J'observe maintenant, que ces diverses équations sont les mêmes
que si la mer formoit une masse solide avec la terre. Pour le faire

voir, déterminons les valeurs de dN, dN', dN", relatives à la

mer, dans cette hypothèse. La valeur de Jf du n°. 5 } est égale

L R*
à très-peu près à

—

\-R*>f - ; ce qui donne par le même n°.

,

en substituant R* .d R.dp.diz
,
pour dm,

La profondeur de la mer étant supposée très-petite, et le rayon R
étant à très-peu près égal à l'unité , on a relativement à la mer,

SPCdR = y }

et par conséquent,
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Ou trouvera de la même manière

,

^1= S..y.d„.d.. {«-.(£)_*'.(.£)} ;

£ = ,..,.*.,..{y.($-,.($}.

En transformant par le n°. 10, les différences partielles, en d'autres

relatives aux variables M, y. et « , on aura

dN
7 7 f df\

S.ay.dp.d'zr.l -—
) ;

dt

sm.
dt

dN"

~d

_
, , f r / df\ /u.siiw / df\]= o.a.y.dfJi.d^. \ V i—^.cos.'w.i -— H .( -— }

7 7 f./ ; • f df\ l^BOB.m /<*/\l—= S.ay.dp.d'v. \ V i—fi'.sm.«'.( -r~ 1 .(-M r.'

ce qui donne

JiV '
. sin. ? +t£JV'

/
. cos.u

S-cty-dp-d™-

dN'.coi.t—dN".s\n.i>

dt

— S-ay-dp-di?- V 1— ^
a
.sin. ('<p+ 'sr

y).(-7—

}

S-cLy-dp-dn . COS. (<p -<- -g ) . (
-—

) ;

= »y- ày-df-dir. Vl—

^

a
-cos. (<P+/ef)-( -.—

)

+ S.cty.dy.-d'&— .sin. (<p-\-^)-[ -z—, );

et si l'on n'a égard qu'aux termes croissans avec une extrême len-

dN
teur ,

—-= o. Ces équations sont les mêmes que nous avons trou-

vées ci-dessus; d'où résulte ce théorème remarquable, savoir que

les phénomènes de la précession des équinoxes , et de la nutation de

l'axe de la terre , sont exactement les mêmes que si la merformait

une masse solide avec le sphéroïde qu'elle recouvre.

Il existe, cependant, un cas mathématiquement possible, dans

lequel ce théorème cesse d'avoir lieu ; c'est le cas où le noyau ter-

restre recouvert par l'océan , seroit formé de couches sphériques.

Il est clair qu'alors, il n'y auroit aucun mouvement dans l'axe de

Vv 2
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rotation du noyau, en vertu des attractions du soleil et de la lune,

et de l'attraction et de la pression de la mer
;
puisque la résultante

de toutes ces forces passerait par le centre du noyau. Voyons ce

qui empêche l'analyse précédente , de s'étendre à ce cas.

Les parties des expressions de a.

y

, au et a.v
,
qui influent sur

les mouvemens de l'axe terrestre , sont celles qui dépendent des

sinus et cosinus d'angles de la forme it+ v, dans lesquels i est

très-peu différent de n ; et l'on a vu dans le n°. 8 du quatrième

Livre
,
que ces parties sont relatives aux oscillations de la seconde

espèce. Ces oscillations peuvent être déterminées dans ce cas
,
par

le [n°. cité : i étant très-peu différent de' n , les expressions de y y

u et p
}
relatives à l'angle it+vr , sont de la forme

alq.k.p.\/i— {S
jr — — -. ^r . cos. f**+ <*;,-

— le

'•^•(1~è)~ re

—h
u = - -, ^r . cos. (it+<&) ;

v —
2^^(1-0- TV lA—(j.

La profondeur de la mer est /. (i— qi^) ; or on a par le n°. 54 du

troisième Livre
,
pour la condition de l'équilibre,

ta= ,•

(io. P
— 6).g

ce qui rend infinies, les expressions précédentes de y, u et v;

mais comme elles ne deviennent infinies, que par la supposition

de i— 7z= o, il en résulte qu'alors, y, u et y , sont de l'ordre

: . Ainsi l'on ne peut plus supposer dans l'équation ( O) , comme

nous l'avons fait, i = n, en différentiant ueiv, par rapport au

temps t. Il faut dans ces différentielles, avoir égard au facteur i—n

qui , multipliant les parties de u et de v , divisées par i— n ,
donne

des produits indépendans de i—n. Ces produits rendent nulles, les

parties de dN' et de dN", relatives à l'attraction et à la pression

de la mer sur le sphéroïde terrestre.
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Nous observerons ici, que dans le cas précédent, les oscillations

de la mer, dépendantes de l'angle it+ vr, sont très-grandes , lors-

que i est très-peu différent de n ; et c*est ce qui a lieu par rapport

aux termes dépendans du mouvement des noeuds de l'orbe lunaire

,

(i— n).t exprimant alors ce mouvement ; mais une très-légère

résistance de la part du sphéroïde terrestre , suffit pour diminuer

considérablement ces oscillations. La mer , en vertu de cette résis-

tance , agit horizontalement sur le sphéroïde , et par cette action,

elle influe sur les mouvemens de son axe. On verra dans le n°. sui-

vant
,
que dans ce cas qui est celui de la nature , le théorème pré-

cédent subsiste.

12. L'analyse précédente, quoique très - générale , suppose

encore que la mer recouvre en entier le sphéroïde terrestre, que

sa profondeur est régulière, et qu'elle n'éprouve point de résistance

de la part du sphéroïde qu'elle recouvre. Ces suppositions n'ayant

pas lieu dans la nature , on peut douter que le théorème précédent

s'applique exactement à la mer. Comme il est très-important dans

la théorie des mouvemens de la terre; en voici une démonstration

générale
,
quelles que soient les irrégularités de la figure et de la

profondeur de la mer, et les résistances qu'elle éprouve. Pour
cela

,
je vais rappeler le principe de la conservation des aires

,
qui a

été démontré dans le chapitre V du premier Livre.

«Si l'on projette sur un plan fixe, chaque molécule d'un système

» de corps qui réagissent d'une manière quelconque , les uns sur

» les autres ; si de plus , on mène de ces projections , à un point

r> fixe pris sur le plan , des lignes que nous nommerons rayons

» vecteurs ; la somme des produits de chaque molécule
,
par l'aire

y> que décrit son rayon vecteur, est proportionnelle au temps,

» en sorte que si Fou nomme ^4. , cette somme, et t
y

le temps , on
» aura ^4.— ht, h étant un coefficient constant».

Ce principe a, dans la question présente , le grand avantage d'être

également vrai , dans le cas où le système éprouve des changemens

brusques , comme cela a lieu pour la mer dont les oscillations sont

brusquement altérées par les frottemens et par la résistance des

rivages.

Si le système est soumis à l'action de forces étrangères ; u4 ne



342 MECANIQUE CELESTE,'
sera plus proportionnel au temps t , et par conséquent , l'élément dt

tlu temps étant supposé constant, lavaleur decL^ne sera plus cons-

tante. Pour déterminer sa variation , on considérera toutes les

molécules du système , comme étant en repos et isolées ; on fera

ensuite une somme de tous les produits de chaque molécule
,
par

l'aire que décriroit son rayon vecteur dans l'instant dt , en vertu

des forces étrangères qui la sollicitent , et cette somme sera égale à

d'^i $ car il résulte du principe que nous venons d'exposer, que la

réaction des différens corps du système ne doit rien changer à celte

valeur de d*^.

Concevons , cela posé , une masse en partie fluide , et qui tourne

autour d'un axe quelconque ; supposons qu'elle vienne à être sol-

licitée par des forces attractives très-petites de l'ordre a. , et qui

laissent en repos , son centre de gravité. Si l'on fait passer par ce

centre , un plan fixe que nous prendrons pour plan de projection
,

et que l'on fasse partir de ce même point , les rayons vecteurs des

différentes molécules ; la somme des produits de chaque molécule,

par l'aire qu'aura décrite son rayon vecteur , sera aux quantités

près de l'ordre **, la même que si la masse eût été entièrement

solide. Il suffit, pour le faire voir, de prouver que la valeur de

d*u4 sera la même dans la supposition de la masse en partie fluide

,

et dans celle de la masse entièrement solide ; or si l'on considère

qu'après un temps quelconque , la figure de la masse , et la manière

dont elle se présente à l'action des forces étrangères , ne peuvent

différer dans ces deux hypothèses
,
que de quantités de l'ordre « ,•

si l'on observe d'ailleurs
,
que ces forces ne sont elles-mêmes ,

que

de l'ordre a. ; il est aisé d'en conclure que la différence des valeurs

de d*^4, dans ces mêmes hypothèses , ne peut être que de l'ordre «6*,

et qu'ainsi , en négligeant les quantités de cet ordre , on peut sup-
dA

poser les valeurs correspondantes de -—-, égales entre elles dans

ces deux hypothèses.

Imaginons présentement, que la masse dont nous venons de

parler , soit la terre elle-même
,
que nous regarderons d'abord

comme un sphéroïde de révolution, très-peu différent d'une sphère,

et recouvert d'un fluide de"peu de profondeur. L'action du soleil et
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de la lune , excitera des oscillations dans le fluide , et des mouve-

înens dans le sphéroïde ; mais ces oscillations et ces mouvemens

doivent, par ce qui précède, être combinés de manière qu'après

dA
un temps quelconque, la valeur de —, soit lamême que si la terre

eût été entièrement solide. Cherchons d'abord cette valeur, dans

cette dernière supposition.

Soit c
;
i l'origine du mouvement , 9 l'inclinaison de l'équateur à un

plan fixe que nous supposerons être celui de l'écliptique à une

époque donnée
; 4 l'angle que forme l'intersection de ce plan et de

l'équateur, avec une droite invariable menée sur le plan de cette

écliptique
,
par le centre de gravité de la terre ; soit de plus , n t le

mouvement de rotation de cette planète. Il est clair que tous les

changemens qui surviennent dans le mouvement du système

,

après le temps £, dépendent des variations de 8 , 4 et n. Supposons

qu'après ce temps , 9 se change en 9 + a^9, 4 en 4+=«<f4, et n en

n-\-*£n. On a vu précédemment
,
que les seuls termes auxquels il

soit nécessaire d'avoir égard, sont ceux qui croissent proportion-

nellement au temps , et ceux qui étant périodiques, sont multipliés

par des sinus et des cosinus d'angles croissans très -lentement, et

divisés par les coefficiens du temps t, dans ces angles; on peut

donc , en n'ayant égard qu'à ces termes, supposer 9, 4 et n cons-

tans , en différentiant la fonction -A.

Concevons maintenant, que le plan fixe sur lequel on projette

les mouvemens des molécules delà terre, passe par son centre de

gravité, supposé immobile, et forme l'angle y avec l'écliptique

fixe dont nous venons de parier; et que l'intersection de ces deux

plans , forme l'angle C, avec la droite invariable d'où nous faisons

commencer l'angle 4 : on aura à l'origine,

d*

dt

Métant fonction de 9 , 4 , n , et des quantités y et S qui déterminent

la position du plan de projection. Après un temps quelconque t,

dA
on aura -j-, en changeant dans M , 9, ç> et n , en Q+ ctfO

} 4+ =t <^4

et ji + zS'n; en désignant donc par <*.<r.——
, la variation de ~

dt dt
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après ce temps, on aura en négligeant les quantités de l'ordre *%

dA ' fdM\ ,
/dM\ • /dM\

*'*-dï = *-H
\T>) + *-'K5TJ

+ *
-^'fe>

Nommons C, la somme des produits de chaque molécule de la

terre
,
par le quarré de sa distance à l'axe de rotation , et V l'in-

clinaison du plan de projection , sur l'équateur terrestre ; il est aisé

de voir que l'on aura M= i n C. cos. V'$ or on a

cos.V= cos. y. cos, 9+ sin.?. sin. 9. cos. (C— 4-) }

on aura ainsi,

i\

^A
i n [^' {sm.y. cosJ; cos. (•&—4)—cos.>.sin.9] "1 , ^

dt - [ +H-sin.y.sm.ô.sixu(C—4.) J

' KF '

+ ^C.Sn. {cos. y. cos. fl + sin. >.sin. 8. cos. (C— 4-)} ;

expression dans laquelle on peut, sans erreur sensible , détermi-

ner C, comme si la terre étoit une sphère. Cherchons présente-

ment l'expression de la même quantité , dans le cas où la terre est

un sphéroïde recouvert d'un fluide de peu de profondeur.

Soient Sô', S'A-' et S-ji, les variations de 9, 4- et n, relativement

au sphéroïde , en ne conservant dans ces variations
,
que les termes

ou proportionnels au temps, ou multipliés par des sinus ou des

cosinus d'angles croissans très-lentement , et divisés par les coefii-

ciens du temps, dans ces angles. Il est clair, par ce qui précède,

dA
qu'il en résulte dans la valeur de -— , une variation à très - peu

près égale à

„
f
H'i-, {sin. y. cos. 9. cos. (S— 4) — cos. >.sin. 6} 1

(. +S4- .sm.y.sm. 9. sin. (£— 4) J

+ ^« C.S-ri. {cos. y. cos. 9-f-sin. >.sin. 9. cos. (C— 4-)} j

le peu de profondeur du fluide permettant de regarder ici C, comme

représentant encore le produit de chaque molécule de la terre, par

le quarré de sa distance à l'axe de rotation. Pour avoir la variation

dA
entière de -^— , il faut ajouter à la variation précédente , celle qui

dt

résulte du mouvement du fluide , et que nous désignerons par a.SL;

dA
or on a vu que la variation entière de —- , est égale a celle que

CL h

donne
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donne l'équation (p) , et qui anroit lieu , si le fluide qui recouvre

la terre , formoit une masse solide avec elle ; on aura donc en éga-

lant ces deux variations

,

((£§'—M). (sin.>.cos. 9.cos.f£—-i)-~ cos.^.sin. 9}") , ,

O et 71 G» \ l y [ Ç )

+ a.C. (JV

—

i~n). (cos.T-.cos.S-l-sin.^.sin.â.cos.^

—

-l)} +2ct£L.

Les seuls termes de l'expression de a £L , auxquels il faut avoir

égard, sont ceux qui sont proportionnels au temps , ou qui ren-

fermant les sinus ou cosinus d'angles croissans avec beaucoup de

lenteur , sont divisés par les coefficiens du temps , dans ces angles.

On peut dans le calcul de ces termes , n'avoir point égard aux

variations du mouvement du sphéroïde terrestre
;
parce que l'in-

fluence de ces variations sur la valeur de a.<?L, est par rapport à

ces variations elles-mêmes , du même ordre que le rapport de la

masse du fluide, à celle du sphéroïde. On peut ensuite, dans le

calcul des attractions du soleil et de la lune sur la mer , négliger la

partie de ces attractions , dont la résultante passe par le centre du

sphéroïde, et qui tiendroit par conséquent, la terre en équilibre

autour de ce centre , si la mer venoit à se consolider ; car il est clair

dA
qu'en vertu de cette force , la variation de —— seroit nulle dans

cette hypothèse , et par ce qui précède , l'état de fluidité de la mer,

ne peut influer sur cette variation. Cette partie des attractions pro-

duit dans l'océan , les oscillations de la première et de la troisième

espèce, que nous avons considérées dans les n03
. 5 , 6 , 9 et 10 du

quatrième Livre. Quant à l'autre partie des attractions lunaire et

solaire , on a vu dans les n°
3

. 7 et 8 du quatrième Livre
,
qu'elle

produit les oscillations de la seconde espèce , dont dépend la diffé-

rence des deux marées d'un même jour ; or sans être en état de

déterminer ces oscillations, pour toutes les hypothèses de pro-

fondeur et de densité de la mer, on a vu cependant dans les n°
8
.

cités, que les expressions de ces oscillations ne renferment ni

termes proportionnels au temps, ni sinus ou cosinus d'angles crois-

sais très-lentement , divisés par les coefficiens du temps dans ces

Mjécan. cÉii. Tome IL Xx
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angles ; en désignant donc par xr

,
y', z', les trois coordonnées rec-

tangles qui déterminent la position d'une molécule fluide que nous

représenterons par dm, relativement au plan de projection ; x',y,

, . . dx dy' dz
z, ainsi que-—, —— ,

—— , ne renfermeront aucun terme sem-x dl
1

dt dt 7

blable, et cela est encore vrai, de la différentielle — , et
dt

,
.,"'",'

rt'-i
(x'dy — y'dx'\ ' .,

de son intégrale àarn.l — ), étendue a toute la masse

dA
fluide : cette intégrale représentant la partie de —-, qui est rela-

tive au fluide, il en résulte que sa variation a.SL, ne renferme

aucun terme de la nature de ceux dont il s'agit ; on peut donc effa-

cer 2 nSL de l'équation (q), ce qui la réduit à celle-ci,

o = ?z.(S~Q'— <?9). {sin.^.cos. ?.cos.C£— 49— cos. 3/. sin. 9}

+ n. {<T 4-'— ^4} . sin.^.sin. 9.sin.('é'

—

4)

+ (f ri— S'il) . { cos. y . cos. 9 -f sin. y . sin. 9 . cos. (C— 4) }

.

Cette équation ayant lieu
,
quels que soient y et £; on peut y sup-

poser d'abord £= 4, et >= 9, ce qui donne o= fri— J'nj l'équa-

tion précédente devient ainsi

,

o== (S~V— S-ù). (sin. >. cos. 9. cos. (C— 4)— cos. y. sin. 9}

4- (7*4'—H) . sin. y. sin. 9 . sin. (C— 4).

En supposant y— o, dans cette équation, on aura o—-<T8'— cT9,

et par conséquent aussi , o= <^4'— ^4 ; on aura donc

,

S-ri= Sn s <râ'=J>9 ; S4' = S4;.

d'où il suit que les variations du mouvement du sphéroïde terrestre

recouvert d'un fluide, sont les mêmes que si la mer formoit une

masse solide avec la terre.

Maintenant, il est facile d'étendre la démonstration précédente,

au cas de la nature , dans lequel la figure de la terre et la profon-

deur de la mer sont fort irrégulières , et les oscillations des eaux

sont altérées par un grand nombre d'obstacles; car tout se réduit à

faire voir que a.SL, ne renferme alors ni terme proportionnel au

temps, ni sinus ou cosinus d'angles croissans avec lenteur, divisés
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par le coefficient du temps dans ces angles ; or si l'on se rappelle ce

que nous avons dit dans les ncs
. i4 et suivans du quatrième Livre,

on voitque les expressions des coordonnées des molécules de l'océan,

ne renferment point de ternies semblables ; elles dépendent , à la

vérité, des élémens de l'orbite de l'astre attirant, et ces élémens

croissant avec lenteur, introduisent dans les expressions de ces

coordonnées, des termes semblables , mais sans être divisés par de

très-petits coefficiens. Il est donc généralement vrai que de quelque

manière que les eaux de la mer réagissent sur la terre , soit par

leur attraction , ou par leur pression , ou par leur frottement et les

diverses résistances qu'elles éprouvent , elles communiquent à

l'axe de la terre, un mouvement à très- peu égal à celui qu'il'rece-

vrait de l'action du soleil et de la lune sur la mer, si elle venoit à

former une masse solide avec la terre.

Nous avons fait voir (n°. 8), que le moyen mouvement de

rotation de la terre est uniforme, dans la supposition où cette

planète est entièrement solide , et l'on vient de voir que la fluidité

de la mer et de l'atmosphère ne doit point altérer ce résultat. Les

mouvemens que la chaleur du soleil excite dans l'atmosphère , et

d'où naissent les vents alises , semblent devoir diminuer la rotation

de la terre : ces vents soufflent entre les tropiques , d'occident en

orient, et leur action continuelle sur la mer, sur les continens et

les montagnes qu'ils rencontrent, paroît devoir affoiblir insensi-

blement ce mouvement de rotation. Mais le principe de la conser-

vation des aires , nous montre que l'effet total de l'atmosphère sur

ce mouvement , doit être insensible ; car la chaleur solaire dilatant

également l'air dans tous les sens , elle ne doit point altérer la

somme des aires décrites par les rayons vecteurs de chaque mo-
lécule de la terre et de l'atmosphère, et multipliées respectivement

par leurs molécules correspondantes ; ce qui exige que le mouve-
ment de rotation ne soit point diminué. Nous sommes donc assu-

rés qu'en même temps que les vents alises diminuent ce mouve-
ment , les autres mouvemens de l'atmosphère qui ont lieu au-delà

des tropiques , l'accélèrent de la même quantité. On peut appliquer

le même raisonnement aux tremblemens de terre , et en général

,

à tout ce qui peut agiter la terre dans son intérieur et à sa surface,

XX 2
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Le déplacement de ses parties peut seul altérer ce mouvement ; si,

par exemple
-, un corps placé au pôle , étoit transporté à l'équa-

teur ; la somme des aires devant toujours rester la même , le mou-
vement de rotation de la terre en seroit un peu diminué ; mais

pour que cela fût sensible , il faudroit supposer de grands change-

mens dans la constitution de la terre.

\6. Comparons maintenant, la théorie précédente, aux ob-

servations , et voyons les conséquences qui en résultent sur la

constitution du globe terrestre. Si dans l'expression de 9 du n°. 6

,

le
on réduit z.— .cos.(ft+£)

7
dans une série ordonnée par rapport

aux puissances de t; on aura, en ne conservant que la première

puissance,

le „ i le
s.—r. cos. (jt+S)= x.— .cos. S—l f,2.c.sin.f.

Prenons pour plan fixe, celui de l'écliptique, au commencement

de 1750, où nous fixerons l'origine du temps t. Le quarré de l'in-

clinaison de l'écliptique vraie sur ce plan , étant par le n°. 5
?

{^..c.s'm.(fl + €)}'>-{- {^.c. cos. (ft+ C)}% on a

x.c.sin.ë^o • 2.c.cos.£=>o
;

ce qui donne , en négligeant le quarré de ft7

le _ le
2.—.C0S.(ft + Çj'== x.— .cos.é".

En retranchant ce terme, de h; on aura l'inclinaison moyenne de

l'équateur à l'écliptique , au commencement de 1760 : mais h

étant arbitraire, on peut supposer qu'il exprime cette inclinaison

le
moyenne , et alors il faut augmenter la val eur de h , de x . — . cos. £ ,

dans les autres termes de l'expression de 9 ; mais vu la petitesse de

ces termes, on peut se dispenser de cette opération. On aura ainsi,

Ihc' „, ,, Z.tansr.ft f m .)
fl — h-\ cos,(f't+ e')i ?—- ! cos.2*H

—

r
.A.cos.2^ h

(i+>0-f am.(i+h) {m j

la valeur de 6' du n°. 7 deviendra

,

_ .
l*-c' „ ,

l.tans.h ( m . 1

î—h-t.^.c.f.sm.€+—-—r7.cos.(ft+£)-\ r^r~A cos.2v+ -h.c0s.2p .
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Enfin, les valeurs de 4 et de 4-' des nos
. 6 et 7 , deviennent, en

comprenant dans /, tout ce qui multiplie t ;

1
l f • m • ,14=/t . <sin.2<H

—

;.a.siii.2^ >

2m.(i-{-h) l m )

+//^ „ . cot. 2 h. sin. f/'i+ f; }
f

l Ç . m ,)4/= //— f.cot. h.z.cf. cos.^ . ! sin. 2 v+— .^.sin.2p'

}

"Lhc
Fl
.cot.2h.sin.(f't+e').

Le terme— t. x. cf. sin.€ de l'expression de 9', exprime la diminu-

tion séculaire actuelle de l'obliquité de l'écliptique ; les observa-

tions laissent encore de l'incertitude sur cet objet. En prenant un
milieu entre leurs résultats, on peut fixer cette diminution à i54",5

dans ce siècle 5 ainsi T représentant une année julienne, nous sup-

poserons
T. 2. cf. sin. £= 1 ",545.

Cette équation donne par la théorie des planètes
,
que nous expo-

serons dans le Livre suivant

,

T. 2 . cf. cos. €= o",247g4.

Les observations donnent à très-peu près la précession annuelle des

équinoxes dans ce siècle , égale à i54
/-,

,63, partant,

IT— o",24794.cot.Â= i54",65.

L'obliquité de l'écliptique en 1760, a été observée de 26
5
O7q6; c'est

la valeur de A, d'où l'on tire
,

/71 =i55 /

',20.

L'inclinaison moyenne de l'orbe lunaire à l'écliptique , est de

5°,7 j 88 , ce qui donne
,

c'=tang.5°,7i88;

f'T est le mouvement sydéral des noeuds de l'orbite lunaire ,

peudantune année julienne, et les observations donnent

f'T— 2i5o65";

l'année sydérale étant de 365'-,256584, on a

4oo°.365i->25 _
omT= m5>,^3S4

= °" m5°'
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Enfin, les observations donnent m'= m. 0,07480, et les observa-

tions des marées nous ont donné dans le quatrième Livre, a= 3
;

cela posé , les valeurs précédentes de 9 , 8', 4 et 4'
3
deviendront

ê =26°,o796+-3i",o56.cos, A/

+i",54i.cos.2-p+o'/

,ioo.cos. %v'

3

6' = 26%o7g6-i.i'',545+5i",o56.cos.A'-H
//

5
54i.cos.2t>+o'

/

,ioo.cos.2</,'

4- = i • 1 55",20— 57",gg8 . siu. a'— 3",o88 . sin. iv— o",20 1 . sin. 2 f ',•

4'=ï.i54",63— 57",gg8.sin. a'— 5 ",088. sin. 2 *>—o",25i.sin,2*/,

ï étant le nombre des années juliennes écoulées depuis le commen-

cement de 1750 , et A' étant la longitude du nœud ascendant de

l'orbite lunaire,

Si l'on nomme v l'ascension droite d'une étoile, et s, sa déclinai-

son , s étant négatif, lorsque la déclinaison est australe ; si l'on

désigne ensuite par <H, ^9', <H> «H"> ^ u et J\s, des variations très-

petites de 9, 9', 4, 4'j u
> -s ; on trouvera par les formules différen-

tielles de la trigonométrie sphérique

,

cf-5 = ^4. sin. 9. cos. u+ (T8, sin. u /
tT

£v :=J4-cos.9+JN

4- sii1.9.tang.5.sin.u—(r9.tang.5.cos.u -. x.cf.co&.C.
sin./i '

On pourra , au moyen de ces formules , transporter les catalogues

d'étoiles , d'une époque à une autre peu éloignée • mais pour plus

d'exactitude, il faudra prendre pour ô
>

u et s, les valeurs qui

correspondent au milieu de l'intervalle de temps compris entre ces

, t s T. 2. cf. cos. S . -
r

deux époques. .Le terme — est, par ce qui précède, égal

à j.o",62248 : ces valeurs de <J\s et de «Pu , donnent

J\y. {cos. fl+ sin.ô.tang.i.sin.y]-— {<fv+i.o",62248} .sin. â.cos. u

cos. 6 .sin. v -\- sin. fl .tang.s

cCs.tang. s.cos. u + (<f u \-i.o",S2Q,4S).^m.v
©4 —— ' ~ '. : ~t ; »

cos. S .sin. v -j- sin. 6 .tang.,?

Les variations observées de l'ascension droite et de la déclinaison

des étoiles , feront ainsi connoître celles de 6 et de 4. C'est de cette

manière que Bradley a reconnu l'inégalité principale de 9 , dési-

gnée par le nom de nutalion , et qui dépend de la longitude du
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nœud de l'orbite lunaire. Ses observations lui ont donné ^"y^S,

pour le coefficient de cos. a', dans l'expression de 8 ; Maskelyne ,

par une discussion plus exacte encore , des mêmes observations

,

a trouvé ce coefficient égal à ao/'^i , et nous l'avons trouvé par la

théorie , égal à 5i",o56 ; la petite différence est dans les limites des

erreurs des observations qui s'accordent autant qu'on doit le sou-

haiter, avec la loi de la pesanteur universelle. On les feroit coïn-

cider exactement , en diminuant un peu la valeur de a
,
que nous

avons supposée égale à 3; on pourroit même déterminer cette

valeur, par ces observations; mais les phénomènes des marées me
paraissant la donner avec plus d'exactitude , le coefficient dont nous

venons depailer , doit très-peu différer de 5i",o56.

Le mouvement rétrograde 4 des équinoxes, sur l'écliptique fixe,

est produit par le mouvement rétrograde du pôle terrestre, sur un

cercle parallèle à cette écliptique; ce second mouvement est égal à

, . ^c' cos. 2 h .

•J-.sm./z, ou a It.sxa.h —-. — .sm.-A , en ne considé-
(i-\-h).f cos. h

rant avec les Astronomes
,
que la plus grande des inégalités pério-

diques de 4' L'inégalité „, .cos. A', de 9, indique dans le pôle

terrestre , un mouvement dans le sens du cercle de latitude qui

passe par ce pôle. Ces deux mouvemens peuvent être représentés

de cette manière. On conçoit le pôle de l'équateur , mû sur la cir-

conférence d'une petite ellipse tangente à la sphère céleste, et dont

le centre, que l'on peut regarder comme le pôle moyen de l'équa-

teur, décrit uniformément, chaque année, i55",iio, du parallèle à

l'écliptique fixe, sur lequel il est situé. Le grand axe de cette ellipse,

toujours tangent au cercle de latitude , et dans le plan de ce grand

cercle , sous-tend un angle de 62", 1 ; le grand axe est au petit axe
,

comme le cosinus de l'obliquité de l'écliptique } est au cosinus du

double de cette obliquité ; ce petit axe sous-tend par conséquent

un angle de 46",2. La situation du vrai pôle de l'équateur sur cette

ellipse , se détermine ainsi. On imagine sur le plan de l'ellipse , un
petit cercle qui a le même centre , et dont le diamètre est égal à son

grand axe ; on conçoit encore , un rayon de ce cercle , mû unifor-

mément, d'un mouvement rétrograde, de manière que ce rayon
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coincide avec la moitié du grand axe, la plus voisine de l'éclip-

tique, toutes les fois que le nœud moyen ascendant de l'orbe lunaire

coincide avec l'équinoxe du printemps; enfin de l'extrémité de ce

rayon mobile , on abaisse une perpendiculaire sur le grand axe de

l'ellipse ; le point où cette perpendiculaire coupe la circonférence

de cette ellipse , est le lieu du vrai pôle de l'équateur.

Jusqu'ici les Astronomes n'ont point eu égard aux inégalités

dépendantes de l'angle 2*>; mais vu la précision des observations

modernes, ces inégalités ne doivent point être négligées.

l4. Reprenons la valeur de /, trouvée dans le n°. 6, et pour

plus d'exactitude , conservons les quarrés des excentricités et des

inclinaisons des orbites ; on aura

,

„ 3m m , /aC-A-B\ [ > .
,

{a.cos.^y— sin.
a
> } )£T=-—.mT.cos.h.t ?— )J [-+*'•

4 n \ c J ri— ea j
i4 n V C J {(i— eaj
l

a. Ci— e'*J*
j

e étant l'excentricité de l'orbite solaire, e étant celle de l'orbite

lunaire, et y étant l'inclinaison de l'orbite lunaire à l'écliptique»

Les observations donnent

,

e= o,oi68i4 ; e'= o,o55o568
;

— est le rapport du jour sydéral à l'année sydérale' , et ce rapport

est égal à o,oo273o33 ; on aura ainsi,

IT=(
Z ~

c
~—\ C 1 + *• 0,992010}. 75i6",5o.

On peut supposer sans erreur sensible, par le n°. précédent,

IT= i55"j20j on aura donc, en faisant *= 5.(l-\-£)
}

zC— A—B o
;
oo5ig3a3

Ç 1+^.0,748493'

On a à fort peu près, par le n°. 2

,

zC— A— B 2a.,(h— ±<p).S.pa*.da

C S.fa^.da
'

il est remarquable que la valeur de h"" du même n ., n'entre point

dans cette équation 5 d'où il suit que les mouvemens de la terre

autour de son centre de gravité, sont les mêmes que si elle étoit

un ellipsoïde de révolution , dont a, h seroit l'ellipticité. £*? étant

égal
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égal à j—, la comparaison des deux expressions précédentes de

zC—Â—B .
is- _

}
donnera

0,00259061 .5.0 .aida
o. 7i= 0,00 17 0O 1+——

;

„, „ , „ r~T'' '
^1 + ^.0,748493;. S. pa*.da

On doit supposer, conformément aux loix de l'hydrostatique, que

la densité des couches du sphéroïde terrestre, diminue du centre à

lasurface, etdanscecas, S. p. aïda est plus petit que j.S.pa'da;

en faisant donc £= o , conformément aux observations des marées,

la valeur de ah sera moindre que 0,000:2881 , ou que ~. Si la

terre est elliptique, ah exprime son ellipticité; on ne peut donc

pas supposer cette ellipticité plus grande que y^j. Cette fraction, et

celle-ci j~ , sont les limites de cette ellipticité
,
qui résultent des

phénomènes de la précession et de la nutation de l'axe terrestre.

On a vu dans le troisième Livre
,
que a, h= j*-<p, dans l'hypothèse

de l'homogénéité de la terre ; ce qui donne en vertu de l'équation

précédente, 5£ égal à fort peu près à— | et par conséquent, x = y.

Cette valeur est trop éloignée de satisfaire aux phénomènes des

marées
,
pour pouvoir être admise. Dans ce cas , la nutation ne

seroit que \ de la précédente, et par conséquent de a4",i , ce qui

diffère trop des obsei'vations astronomiques, pour être admis ; ainsi

ces observations et celles des marées concourent k faire rejeter

l'hypothèse de la terre homogène. Déjà , les observations de la lon-

gueur du pendule à secondes , nous ont conduits à ce résultat , dans

le troisième Livre : elles nous ont donné, 3^7 au plus
,
pour la valeur

de a h. Cette fraction étant moindre que j%% ; on voit que les obser-

vations de la longueur du pendule, se concilient très-bien, avec

celles de la nutation et de la précession , et avec les observations

des marées.

Pour mieux saisir l'ensemble des phénomènes qui tiennent à la

figure de la terre , et leur accord avec le principe de la pesanteur

universelle ; rappelons les divers résultats auxquels nous sommes
parvenus sur la nature des rayons terrestres.

L'expression du rayon d'un sphéroïde quelconque très-peu dif-

férent d'une sphère
,
peut être mise sous cette forme

,

Mécan. cél. Tome II. Y y

s>
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Si l'on fixe relativement à la terre, l'origine de ce rayon , au centre

de gravité de la planète ; on a vu clans le n°. 5i du troisième Livre

,

que les conditions de l'équilibre de la mer, donnent î^') = o; ce

qui réduit l'expression du rayon terrestre , à cette forme,

L'état permanent de l'équilibre de la mer, exige que l'axe de rota-

tion de la terre , soit un de ses axes principaux, et pour cela , il faut

par le n°. 52 du troisième Livre, que Ï"W soit de cette forme
,

— h.(^—\) + h"".(i—^).cos.2^;

h et h"" , étant deux constantes arbitraires que l'observation seule

peut déterminer , et qui dépendent de la constitution du globe

terrestre.

Ces résultats sont les seuls que fournit l'état permanent de l'équi-

libre de la terre; ils sont communs à tous les corps célestes que

recouvre un fluide en équilibre. Les observations sur la longueur

du pendule à secondes, ont donn« de nouvelles lumières sur la

nature du rayon terrestre : elles nous ont appris que la constante h

est à fort peu près égale à — 0,002978 ,
par le n°. 42 du troisième

Livre
;
que la constante h"" est insensible relativement à h ; que la

quantité Y^ + Yw + &C. est pareillement, très-petite relative-

ment à Y^
;
qu'il en est de même, de la première différence de cette

quantité, par rapport à celle de 7W; et qu'ainsi l'on peut, dans le

calcul du rayon terrestre et de sa première différence , lui supposer

sans erreur sensible, cette forme
,

1 — 0,002978. (V*— j).

Les mesures des degrés des méridiens font voir que cette supposition

ne doit pas s'étendre jusqu'aux secondes différences du rayon ter-

restre , et que la fonction Y^ + Y^ + &c. acquiert par une seconde

différentiation , une valeur sensible.

Le pliénomène de la précession des équinoxes et de la'nutation

de l'axe terrestre , ne dépend , comme on l'a vu
,
que de Y W • il

ne détermine pas la valeur de h, mais il donne les limites entre

lesquelles cette valeur est comprise : ces limites sont -^ et -~^; la

valeur précédente qui résulte des observations sur la pesanteur

,
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tombe dans ces limites ; elle indique de plus , une diminution dans

la densité des couches du sphéroïde terrestre, depuis le centrejusqu'à

la surface, sans nous instruire cependant, de la véritable loi de

cette diminution dont l'existence est prouvée d'ailleurs , soit par la

stabilité de l'équilibre des mers, soit par le peu d'action des mon-
tagnes sur le fil à plomb , soit enfin, parles principes de l'hydros-

tatique
,
qui exigent que si la terre a été primitivement fluide, les

parties voisines du centre , soient en même temps , les plus denses.

Ainsi, chaque phénomène dépendant de la figure de la terre,

nous éclaire sur la nature du rayon terrestre , et l'on voit qu'ils

sont tous
,
parfaitement d'accord entr'eux. Ils ne suffisent pas , à la

vérité, pour nous faire connoître la constitution intérieure de la

terre ; mais ils indiquent l'hypothèse la plus vraisemblable , celle

d'une densité décroissante du centre à la surface. La pesanteur

universelle est donc la vraie cause de ces phénomènes ; et si elle ne

s'y manifeste pas d'une manière aussi précise
,
que dans les mouve-

niens planétaires ; cela vient de ce que les inégalités de la force

attractive des planètes
,
qui tiennent aux petites irrégularités de

leur surface ou de leur intérieur , disparoissent à de grandes dis-

tances , et ne laissent appercevoir que le simple phénomène de la

tendance mutuelle de ces corps , vers leurs centres de gravité.

L'hypothèse de Bouguer, que nous avons examinée dans le n°. 55

du troisième Livre, donne a. h= 0,0054717 , ou 7^ , ce qui s'éloigne

trop delà limite~
,
pour être admissible; ainsi les phénomènes de

la précession et de la nutation concourent avec les observations du

pendule , à faire rejeter cette hypothèse.

Y y 2
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CHAPITRE IL

Des mouvemens de la lune , autour de son centre de gravité.

ÎO. La lune , en tournant autour de la terre , nous présente tou-

jours à fort peu près , la même face ; ce qui prouve que son moyen
mouvement de rotation , est exactement égal à son moyen mouve-
ment de révolution, et que son axe de rotation est presque perpen-

diculaire au plan de l'écliptique. Les observations du mouvement
des taches de la lune , conduisirent Dominique Cassini , à ce résultat

remarquable , savoir que Yéquateur lunaire est incliné d'environ

278' au plan de l'écliptique , et que le nœud descendant de cet équa-

teur , coïncide constamment avec le nœud ascendant de Vorbite

lunaire. Tobie Mayer a confirmé depuis, ce résultat, par un grand

nombre d'observations qu'il a faites lui-même vers le milieu de ce

siècle , et qu'il a discutées avec tout le soin possible : seulement , il

a trouvé l'inclinaison de l'équateur lunaire à l'écliptique , moindre

que Cassini ne l'avoit supposée, et de i65'; et pour détruire le

soupçon que cette inclinaison a pu diminuer depuis le temps de ce

grand astronome , il assure avoir reconnu par les observations de

ee temps
,
qu'elle étoit la même alors, qu'aujourd'hui , c'est-à-dire,

de i65'. Voyons maintenant ce qui doit résulter à cet égard , de

Jaction de la terre et du soleil , sur le sphéroïde lunaire.

1 6. Considérons d'abord l'action de la terre , et reprenons pour

cela , les équations (G) du 11°. 4 qui s'appliquent évidemment à la

iune , en observant qu'alors L représente la terre , r, son rayon

vecteur mené du centre de la lune, supposé immobile, et que

X, Y, Z sont les trois coordonnées de la terre , rapportées à une

écliptique fixe passant par le centre de la lune. L'angle fl étant fort

petit, nous négligerons son carré et son produit par Z ; nous
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négligerons pareillement , le produit f
——

- 1. rq , à cause de la pe-

titesse des trois facteurs f —£-) 5 retq : les équations ( G) devien-

dront ainsi,

dp= zl±.Rl^\.{(Y^— A\).sin.a ?+ aXr.cos.a*},-

, /^_C\ 3Ldt /A-C\ ({XYJ + XZ\.cos.<i>ïdr+ (^)-P* dt=—\ir)'{ + {Y>J+ rZ}.sin.?\-

Si l'on nomme v ., le mouvement vrai en longitude, de la terre vue

de la lune , ce mouvement étant rapporté au nœud descendant de

l'équateur lunaire ; on aura, en négligeant le quarré de l'inclinaison

de l'orbite lunaire à l'écliptique

,

X= r, . cos. v ; Y=rr sin. v ;

la première des équations (G') devient ainsi

,

ZL.dt /B-A\ .

Pour intégrer cette équation ; nous observerons que si l'on désigne

par m , la vitesse moyenne angulaire de la terre , autour de la lune;

son moyen mouvement seraJm dt, et l'on aura

p=fmdt+4 +H. sin.n+ &c.
;

13".sin.n+&c. , exprimant les inégalités de t>, ordonnées par rap-

port au moyen mouvement Soit

u-== ?— 4—fm dt ;

on aura

2 p.— 2<p=—2u-\-2H.s'm. n+ &c.
;

et par conséquent

,

sin. (zv— 2 <?)=— sin. 2b— 2H. cos. 2 «.sin n>— &c.
5

Si l'on néglige le quarré de , on a par le n°. 4

,

dp — d-\.

p = —jT->
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partant,

dp ddu dm
dt dt % dt '

la première des équations ( G') prendra donc cette forme

,

ddu dm ZL (B-A\ . 3L /B-A\ Tr . „
-jT +—r— ;•( ~~^~ ).sin.2«—-.{ ——- .-£f.cos.2«.sm.n — &c.
dt,- dt zr/ \ C / t,

3 \ C )

Les observations nous ayant fait connoître que le moyen mouve-

ment de rotation de la lune est égal à son moyen mouvement de

révolution autour delà terre, l'angle u est toujours fort petit, en

sorte que l'on peut supposer sin. zu = 211 , et cos. skci; on a

d'ailleurs à fort peu près , — = irf ; on aura donc,

ddu—

—

hom'
dt*

(B-A\ dm „ (B—A\ _., .

La valeur de —— dépend de l'équation séculaire de la lune, et nous

verrons dans la théorie de la lune
,
que si m't est le moyen mouve-

ment sydéral du soleil , et e' l'excentricité de son orbite , on a

dm 3m' 2
.e .de'

dt mdt

on aura donc à très-peu près, en intégrant l'équation précédente,

. , m'^.d^.fe'.de)
et en négligeant la quantité /r—a\ ,

ml.dtm
u= Q.sin.

|
mi. \/ 5. (—£-) +F

J

+

(B-A\ H.ûn.U

, ,
de'

m e .——
dt

4- &c.
;

Q et F étant deux constantes arbitraires. Examinons les consé-

quences qui résultent de cette intégrale.

, /
de '

m'y.—
dt

Nous observerons d'abord que le terme -„ .. de celte in-

m?m
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tégrale , est insensible
,
quoique divisé par la petite fraction ;

vu l'excessive lenteur avec laquelle l'excentricité e varie ; on peut

donc négliger ce terme. Tous les autres termes de l'expi*ession de u

varient d'une manière beaucoup plus rapide ; mais cette expression

reste toujours fort petite , si Q est un petit coefficient. Présente-

ment , l'équation

dp ddu dm
dt dt* dt '

donne,

fp d t= u+fmdt ;

fp dt est par le n°. 8 , le mouvement de rotation de la lune autour

de son troisième axe principal; on voit donc que les deux moyens

mouvemens de rotation et de révolution de cet astre , sont parfai-

tement égaux entr'eux , et que l'action de la terre sur le sphéroïde

lunaire , fait participer le premier de ces deux mouvemens , aux

inégalités séculaires du second. Il n'est point nécessaire pour cette

égalité parfaite, qu'à l'origine, les deux mouvemens de rotation et

de révolution aient été égaux , ce qui seroit infiniment peu vrai-

semblable; il suffit qu'à cette origine où nous supposons t= o, la

vitesse p de rotation de la lune ait été comprise dans les limites

M-mQ.l/^^+&c. ,
et m-m Q.\/ï^Lâl+ &c.

)

limites dont l'étendue est arbitraire, à cause de l'arbitraire Q.

Cette étendue est, à la vérité, fort petite, à raison de la petitesse

de Q et de \/ ; mais elle suffit pour faire disparoître
c

l'invraisemblance qu'il y a, à supposer qu'à l'origine, les mouve-

mens ont été tels, que dans la suite, le moyen mouvement de

rotation de la lune , a constamment égalé son mouvement moyen

de révolution.

La valeur de u exprime la libration réelle de la lune, en lon-

gitude , libration qui n'est que l'excès de son mouvement réel

de rotation, sur son moyen mouvement. Cette valeur renferme
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d'abord l'argument Q.sin.l mt. |/ -— fr-Ffo dont l'étendue

est arbitraire; mais les observations ne l'ayant point fait recon-

x/ZJB-A)
noître , il doit être peu considérable. Il en résulte que »,

est un nombre réel ; car s'il étoit imaginaire , l'argument précédent

se cliangeroit en exponentielles ou en arcs de cercle
,
qui croissant

indéfiniment avec le temps
,
pourroient augmenter indéfiniment la

valeur de u , ce qui est contraire aux observations. A la vérité

,

si B—.A étant négatif, Q étoit nul , il n'y aurait dans l'expression

de u, ni arcs de cercles , ni exponentielles ; mais la plus légère cause

pourroit les y introduire ; ce seroit le cas d'un état d'équilibre sans

stabilité , ce qui ne peut être admis. B— ^4 est donc une quantité

positive, c'est-à-dire que le moment d'inertie ^d de la lune, est plus

petit que le moment d'inertie B. Le premier de ces momens , est,

relatif à l'axe principal de l'équateur , dirigé vers la terre ; car il se

rapporte au premier axe principal qui forme l'angle <p avec la ligne

des équinoxes lunaires , tandis que le rayon même du centre de la

lune à celui de la terre , forme l'angle v avec cette même ligne :

or 9— v est toujours par ce qui précède, un petit angle; ainsi le

premier axe principal du sphéroïde 1 unaire est toujours à-peu-près

dirigé vers la terre. L'équateur lunaire étant alongé dans ce sens , en

vertu de l'attraction terrestre ; le moment d'inertie ^4. doit être

moindre que le moment d'inertie B relatif au second axe principal

situé dans l'équateur.

La durée de la période de l'argument précédent , est égale à un

mois sydéral , divisé par le coefficient L* — ; ce coefficient

étant inconnu , il est impossible d'assigner cette durée. Nous verrons

bientôt que dans le cas où la lune seroit homogène, cette durée

n'excéderoit pas sept années; et que dans le cas de la nature, la

différence des momens d'inertie de la lune, par rapport à ses trois

axes principaux , est probablement plus grande que dans le cas de

l'homogénéité. Cette remarque nous montre combien le terme

,
que nous avons négligé ci-dessus, est insensible.mm?.[—7r- )-dt

Par
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Parmi les termes de l'expression de u, il n'y a de sensibles
,
que

celui qui dépend de l'équation du centre de la lune , à raison de sa

grandeur, et les termes qui ont un très-petit diviseur , et dans les-

dn
quels

,
par conséquent ,

—— est très-petit. H, sin. n -f &c. , est la

somme des termes périodiques du mouvement vrai de la lune;

et en supposant que Zf.sin. H , exprime l'équation du centre, on a

H~ 70005"; n étant ici l'anomalie moyenne de la lune, on a.

\~dt)
=mî ' >9%3 1 7'7 on aura donc, dans l'expression de u, le

terme m 70005". sin. TÏ

0,98317— 3 -(-^-j

Si ce terme s'élevoit à un nombre i de secondes , on auroit

B—A i. 0,32772

C i+7ooo5""

Puisque l'observation n'a point fait reconnoitre le terme dont il

B—A
s'agit , le nombre i ne doit pas excéder =fc6ooo

//

, et alors —— doit

être au-dessous de 0,000721.

Parmi les termes de l'expression de u
,
qui ont de très-petits

diviseurs , on ne voit que l'équation annuelle qui puisse produire

un terme sensible dans l'expression de u ; cette équation est égale

à 2o64".sin.n, n étant ici l'anomalie moyenne du soleil ; on a de

dU /rfnY rf r
plus ,

— = m. 0,0748 , et par conséquent , (
-—- 1 = w2

. 0,000090 j

on aura donc , dans l'expression de u , l'argument

-m 2064". sin;n

o,oo55g5 — o.f ——
)

Si cet argument s'élevoit au nombre i de secondes , on auroit

B—A i. 0,001 865

~C~ ~ i+2o64" ?

M^CAN. cth. Tome II. Zz
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Cet argument doit être peu considérable

,
puisqu'il n'a point été

reconnu par l'observation ; nous supposerons ainsi que i n'excède

B—A
pas =fc 6000". Dans le cas de i posi tif , les deux limites de —— sont

L/

o, et 0,0015876 : ces limites sont o,ooi845o et 00 , dans le cas de i

B—A
négatif ; et l'on vient de voir que ——ne peut pas excéder 0,050721.

B—A
Mais il est très-vraisemblable que——est au- dessous de o,oo2845o,

et qu'ainsi i est positif.

in. Considérons maintenant, la seconde et la troisième des

équations ( G' ) du n°. précédent. L'inclinaison â de l'équateur

lunaire à l'écliptique fixe , étant supposée très-petite; nous trans-

formerons les variables q et r , en d'autres qui rendront l'intégra-

tion 'plus facile , ainsi que nous l'avons déjà fait pour un cas sem-

blable , dans le n°. 5o du premier Livre ; nous ferons donc
,

fl.sin. <t>
= s ; 0»cos. <p = s' ;

ce qui donne

/

as

dt~

dS .

= — .sin~ffl-)-9,
dt

dp

' dt'
COS. ? /

ds'

dt"

dS
- — •COS.B-
dt

-fl.
dp

dt
sin. <p.

Mais si l'on néglige le quarré de K on a par le n°. 4

d»

dt~
= r. sin. ? --9 . cos. ? ;

e4=
dt

= 9.p+ q.isin.
<P+ r.cos. q> f

on aura donc

,

-

ds

dl
=P s'+ r ;

ds'

dt
-=—ps-q i

d'oui'on tire

,

dds ds'

P'dt ~s'.
dp

dt'

dr

~Jt'y-

dt*

dds' ds dp dq
~~i h P • ~;

—

i" s .
'—-= —

.

dt* * dt dt dt
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En substituant ces valeurs de — et de —
, dans les deux der-

dt dt

nières des équations (G'); et observant que l'on peut supposer

p = m, dans les produits dep et de sa différentielle, par les varia-

bles très-petites s , s', et par leurs différences ; on aura

dds' ds fC-B\ 3L / F-C\ . ,v . „„
7^m^=\^}m^7T\^){(^^YZ).f^f-(XYMXZ)j^f) i

mq+jr.(—-\{(XYJ+XZ).cos.H(Y>e+rZ).sm.ç},
dds ds' /C—A
d? dt \ B

Maintenant , on a

ds
,

d/

dt > ï d t
y

on a ensuite

,

X= rr cos.p ; Y= r/t sin. v ;

de plus , v— ? est toujours
,
par ce qui précède , un très-petit angle,

de manière que l'on peut négliger son produit par les quantités â

et Z ; les équations différentielles précédentes deviendront ainsi
5

en y substituant m", au lieu de —

,

dds' /A+B-C\ ds
,
(E-C\ ,

\—A—ym'j- m \-A-)'
s=o

>

/A+B-C\ ds' , a
(A-C\ j • fA-C\ Z

\—B—ym
-dt-^

m \^ys=om
\-B-)'T;

2— est la latitude de la terre vue de la lune , au-dessus du plan fixe,
r
t

latitude qui est égale et de signe contraire à celle de la lune vue de

la terre ; on aura donc par le n°. 5,

— = c'.sm.(mt+g't+e') + 2.c.sm.(mt—gt—e);
4

mt étant la longitude moyenne de la terre , vue de la lune , relati-

vement à un équinoxe fixe, et

—

g't—£', étant ici, par rapport au

même équinoxe, la longitude du nœud ascendant de l'orbite lunaire

ciVi

sur l'écliptique mobile. La fonction s.c. '.(gt+e) dépend du

Zz 3
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déplacement de l'écliptique mobile , et le coefficient g est extrê-

mement petit relativement à m et à g. Soient donc

s = Q. sin. (m t+g 1-rC) •

s'= Q'.cos.(mt+g't+C) ;

les parties de s et de s', correspondantes au terme c'. ûa..(mtJrg't^r^)
1

de l'expression de — ; on aura

.^m.(m+g').(A + B-C).Q *

(m+ g')\A + m*.(B— C) '

et si l'on suppose
,

E = m*.(m+g')\ {(A+B—Cy—kA.(A—C)—B.(B—C)}

— (m+g'y.AB—km*.(A—C).(B—C);

on aura

Q= 5m *- (Â

E

- C) - C
'

.{(m+g')\A+m\(B-C)}.

Si l'on néglige le quarré de — et son produit par A— C , B— C,
m

etA—B , dans le numérateur et le dénominateur de cette expres-

sion de Q; on aura

3m. (A— C).c

^~~5m.(A— C) + 2Ag '

on aura ensuite , en regardant g comme très-petit
,
Q'= Q.

Il suit delàque les valeurs de 5 et de s correspondantes à la valeur

Z
de — , sont , en observant que g est insensible relativement à

r

5m m>
3m.(A-C).c'.sm.(mt+g't+e')

'

'= ^ ; tt; r2;
s.c.sm. (mt—gt— C) :

3m.(A—C).c.cos.(mt+ g't+C)
S.c. cos. (mt—gt— Sj,

'àm.{A — C) + Q,Ag

Ces deux valeurs de s et de s ne sont pas complètes ; il faut encore

leur ajouter celles qui auroient lieu dans le cas où Z seroit nul ; or

il est ais 5 de voir que si l'on nomme l et /' les deux valeurs positives

de 771 + g ?
dans l'équation E= o , on aura à très-peu près
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s = P. sin. (lt+I) + P'. sin. (ït+r);

s'= P. COS. '(lt+I)+ 2 P'.X/^Ï. COS. (l't+I').

l= m— \ m . I
j

,• Z = 2 m. -
,

P , P' , letl' étant quatre constantes arbitraires. En réunissant ces

valeurs de s et de s, aux précédentes ; on aura les valeurs complètes

de ces variables.

Afin que ces valeurs n'augmentent point indéfiniment, et pour
que l'inclinaison de l'équateur lunaire à l'écliptique , soit toujours

à-peu-près constante , conformément aux observations ; il est néces-

saire que le produit (^4.— C).(B— C) soit positif; c'est en effet,

ce qui a lieu dans la nature; car le moment d'inertie Cde la lune,

par rapport à son troisième axe principal autour duquel elle

tourne , est plus grand que les momens d'inertie ^4. et B, relatifs à

ses deux autres axes principaux
;
puisque la lune doit être plus

applatie dans le sens de ses pôles de rotation
,
que dans tout autre

sens.

Pour rapporter les variables s et s' à l'écliptique mobile ; nom-
mons 9, , l'inclinaison de l'équateur lunaire , sur cette écliptique

,

et <p
t , la distance angulaire du premier axe principal , au nœud des-

cendant de l'équateur lunaire relativement à la même écliptique ; il

est facile de voir que l'on aura

3, . sin. p
t
— 2 . c . sin. (g t4- S) = . sin. ? ;

6,. cos. e
y
— 2. c. cos. (gt \-Ç) === 0. cos. $ ;

en faisant donc s
t
=

y
. sin. p, ,• s/= 9

y
. cos. <p, ; on aura

3m- (A—C) . c' . sm.(mt+g't+e')
s, == P.sm.(It+I)+P'.am.(l't+l')-

3m . (A—C) -J- aA . g'

=P.s1n.(ît+I)^P.^:—-c.cos.(lt+r) gm.^_c;+a4—
On voit ainsi que le mouvement de l'équateur lunaire, sur l'éclip-

tique vraie , ou mobile , est indépendant du mouvement de cette

écliptique , en sorte que l'inclinaison moyenne de cet équàtcur sur
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l'écliptique vraie, reste toujours la même, malgré le déplacement

de cette écliptique ; l'attraction de la terre sur le sphéroïde lunaire

,

ramenant sans cesse , l'équateur de ce sphéroïde , au même degré

d'inclinaison.

Les deux valeurs de s
/
et de s/ donnent

1 5 m. (A— C) . c'.s'm. (mt+g't+C) 1

__ l—{bm.ÇA—C) +2^g'} . (P.sin. (lt + I) + P'.sm.(?t+I')} 1
'~~

(5m. (A— C).c.cos.(mt+g't+ e')

\-{5m.(A-C)v2^g} îp.cos.(lt+I)+2P\l/
J
^,cos.(ïti-l')\

Supposons d'abord P et P' nuls ; on aura

tang. p
y
= tang. (m l+g't+G') ;

ce qui donne l'une ou l'autre de ces deux valeurs de <p
y ,

9/= m t+g't+C ;

ç>
/
=->r+mt+gt+e' ;

s- étant la demi-circonférence, ou égal à deux angles droits. Pour

déterminer laquelle de ces deux valeurs, a lieu dans la nature; nous

observerons que— g t— S' est la longitude du nœud ascendant de

l'orbite lunaire sur l'écliptique vraie , et les observations nous

apprennent que cette longitude est la même que celle du nœud
descendant de cet équateur , sur cette écliptique ; or le mouvement

de rotation de la lune étant égal à son moyen mouvement de révo-

lution, et son premier axe principal étant toujours, à-peu-près

dirigé vers la terre , on a p, plus la longitude du nœud descendant

de l'équateur lunaire , égal à m t; on a donc

V^mt+ g't+ë'.

Ainsi la première des deux valeurs de <pn doit seule être admise
;

l'équation s
t
= ^.sin.p, donnera par conséquent

Zm.fC— Â).c
6 = ;—

*

-f ;
' 2j4g

—

5m. (C— A)

d'où l'on tire

C—

A

2g'i

A ~~3m.(V+<>/



PREMIÈRE PARTIE, LIVRE V. 567

Mayer a trouvé par ses observations , 9
y
= i65'j on a de plus

c = tang. 5°,7i88 ; et g'=m. o,oo4oip,
;

partant

C-A— = °>°°°599-

Les résultats précédens n'ont lieu que dans le cas où les arbitraires

P et P' sont nulles ; examinons le cas dans lequel ces constantes

,

sans être nulles , sont très-petites. On a généralement

, , . i, My tang. <P — tacg. (mt + g't + £')
,

tansr. (a—mt—gt— s ) = — ^—-——-— ;& v ' "
î + tang.^.tang.fmi+g'f+e'j'

en substituant dans le second membre de cette équation , au lieu de

tang. ?, , sa valeur complète , et faisant pour abréger

—5m.(C— A).c'

" 2Ag'—3m.(C—A) f

on aura

-P.sin. (mt+g't+ë'—lt—I)

\+P'.
|
\/^+ ^.sm.(mt+g't+£'-ït-I')\

+P'.
{ \/ ĉ

^}.sm.(mt+gt+er

+l't+T)]

t™g.(?rmt-g't-e')^ Q_F^os(mt+g ,t+c,_ lt_ r)
'

\-P'.
|\/^+ i].cos.(mt+g't+e'-l't-r)\

'—F'. ( [/

^

c
-A.cos.(mt+g't+€'+l't+T)

l'angle p
;
— mt— g t— C n'atteindra jamais un angle droit, en plus

ou en moins , si le dénominateur de cette fraction est constamment

du même signe que Q , et ne devient jamais nul ; car il est visible

que la tangente de l'angle droit étant infinie , ce dénominateur seroit

nul , au passage de l'angle <p
t
—m t— g't— C par l'angle droit. Ré-

ciproquement y on voit que si ce dénominateur changeoit de signe

,

il passeroit par zéro , ce qui rendroit infinie , la tangente dé l'angle

dont il s'agit
,
qui deviendroit alors , un angle droit; ainsi les obser-
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valions faisant voir que cela n'a jamais lieu , il en résulte que le

dénominateur précédent est constamment du même signe que Q ,

et qu'ainsi Q est plus grand que P+ 2P'. |/ r
-

?- ^e P^us
^'anS^e

ç>
/
—mt— g't— £' étant toujours très-petit, suivant les observa-

tions , il en résulte que les quantités P et P' sont très-petites par

rapport à Q ; or l'inclinaison de l'équateur lunaire , à l'écliptique

vraie , est égale à Vsf+ s,'*; cette inclinaison est donc à très-peu

près constante et égale à Q ; ainsi le phénomène de la coïncidence

des nœuds de l'équateur et de l'orbite lunaire , et celui de la cons-

tance de leur inclinaison mutuelle, sont liés l'un à l'autre
,
par la

théorie de la pesanteur , et les observations qui les donnent simul-

tanément , confirment admirablement cette théorie.

Nous avons observé dans le n°. 4, que relativement à la terre , les

constan tes arbitraires dépendantes de l'état initial de son mouvement

de rotation , sont nulles , ou dumoins insensibles parles observations

les plus précises. On voit par ce qui précède , et par le n°. i5
,
que le

même résultat a lieu pour la lune , et il est naturel de penser qu'il

s'étend à tous les corps célestes. On conçoit , en effet
,
que sans les

attractions étrangères , toutes les parties de chacun de ces corps

,

en vertu des frottemens et des résistances qu'elles opposent à leurs

mouvemeiis réciproques , auroient pris à la longue , un état cons-

tant d'équilibre, qui ne peut subsister qu'avec un mouvement

uniforme de rotation autour d'un axe invariable ; les observations

ne doivent donc plus offrir que les résultais dûs aux attractions

étrangères.

1 8. Voyons ce qui résulte des recherches précédentes , relati-

vement à la figure de la lune. ^4 et B , sont plus petits que C ; on a

B—

A

vu dans le n°. 16, que B est plus grand que ^4. , et que —— est

compris entre les limites, o, et 0,00168765 enfin nous avons trouvé

C-A
dans le n°. précédent

,
que —— est à fort peu près égal à 0,000699 :

tels sont les résultats des observations , relativement aux trois

momens d'inertie^, B, C. Comparons-les à ceux de la théorie

de la figure du sphéroïde lunaire.

En
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En substituant pour ^d , B , C, leurs valeurs données dans le

ii°. 2; on aura,

B—A i<S*. S. p. d.(a b
. yCO)

. dy. . d v .(i—y?) . cos. z vr

C St. S. p. d. a*
'

C—A la*. S. p. d. (a
5

. Y^j.dy.di*. {(l— /./.

2
J.cos. a

'Er— //.*}

A Sir. S. p. d.

a

5

L'attraction de la terre sur la lune , influe sur la figure de ce satel-

lite , et l'alonge dans le sens de l'axe dirigé vers cette planète. En
supposant la lune recouverte d'un fluide en équilibre, et en obser-

vant que la terre peut être supposée dans le plan de son équateur
;

en prenant enfin pour le premier méridien lunaire où l'on fixe-

l'origine de l'angle -ar , celui qui passe par le premier et le troisième

axe principal, et prenant pour unité, le premier demi-axe; ou

trouvera par le n°. 29 du troisième Livre f

5

g est la force centrifuge d'un point de l'équateur lunaire ; cette force

à la distance r
t
du centre de la lune , est égale à g r

t
, et puisque le

mouvement de rotation de la 1 une, est égal à son moyenmouvement
L

de révolution , on aura à tres-peu près
, g r.= —. Nommons k' le

rapport de la masse L de la terre , à celle de la lune ; nous aurons

L— f ir. h' . S. p . d. a3
;

on aura, cela posé, en observant que par le n°. 52, Y^ est de la

forme — h .Os— \) + h"" .(1— y?) . cos. 2 <v

,

a.S. P .d.(a
5YW)=±.{«h— !pj.{i-- iS},S.

P .d.a
3

(i)

on aura donc

—-Ta ~^}Y~^p~d^ ;

££-* Lh4.*h»»-—ï s - ? - d - a3

Mécan. cÉi/. Tome II. A a a
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Dans le cas de la lune homogène , l'équation (i) donne

en comparant cette expression , à celle-ci
,

aY^=*h.(\— i*) + *h"".(i— /**;.cos.a»,-

on aura

25.
A'

l5.A' .

,.3 » «,.3
*h=-r-; *#'"-x=ïï—'z=Uh;

<r.

on peut observer ici, que a.h+ *h"" exprime l'excès du premier

demi-axe principal dirigé vers la terre , sur le demi-axe du pôle

,

et que a. h— a. h"" , exprime l'excès du second demi-axe principal,

sur le demi-axe du pôle ; dans le cas de l'homogénéité , ces excès

sont ——— et ——— j le premier est donc quadruple du second. On

a dans ce même cas
,

B-A »5.x' C-A 5.Kf

,3 yC 4.r
t

3 ' A r

— est le demi-diamètre apparent de la lune, dont nous avons pris

le demi-diamètre réel
,
pour unité ; et suivant les observations , ce

demi-diamètre est égal à 291 a^-ainsil'onpeutsupposer—=sin.2Q,i2";

ce qui donne

—— = ©.oooooo36i8.a' ; —— = o,oooooo4824.>/,-

les conditions de ^4 et de B , moindres que C, et de B plus grand

queA , se trouvent alors remplies. Nous avons vu dans le quatrième

Livre, que les phénomènes des marées donnent à-peu-près a'= 5g,

B—

A

et alors la condition de ——- plus petit que o,ooi5564, est encore

remplie ; mais la condition de ——
- égal à peu-près à o,ooo5o,g est

A

bien loin de l'être, et en supposant même a' =1000 , elle ne le

seroit pas ; d'où il suit que la lune n'est pas homogène , ou qu'elle

est éloignée d'avoir la figure qu'elle prendroit, si elle étoit fluide.

Dans le cas où la lune formée de couches de densités variables

,
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auroit été primitivement fluide, et auroit conservé la figure d'équi-

libre qu'elle a dû prendre alors ; il résulte du n°. 3o du troisième

Livre, que le rayon du sphéroïde lunaire est, comme dans le cas

de l'homogénéité , de la forme

l+a.h.(j— p
a)-{-jct.h.(i— i?) . cos. 2 & ,•

et alors, comme dans le cas de l'homogénéité, l'excès du demi-axe

principal dirigé vers la terre, sur le demi-axe du pôle, est qua-

druple de l'excès du second demi-axe principal , sur le demi-axe

du pôle. L'équation (i) donne

a-h-

On a vu dans le n°. cité, du troisième Livre, que les valeurs de h

vont en augmentant du centre à la surface, tandis que les densités

vont en diminuant , en sorte que l'on peut supposer à la surface,

S.p.d.(a'h) = (i— q).h.S.p.d.a5
,•

q étant positif; on aura ainsi

3
U.S.;>.d.(ash) 5*

!'
' s. o.d.a? 4r. 3

,
*

ah-

l—\.(l—q).
5.p .A.

a

Présentement on a h"" = \h; on aura donc
s

À'

C S~p.d.a?—j.(i—q)~S. p. d.

a

5

C-A —•( 1—9)-S-P- d - a5

A S.p.d.a3—j.(i—q)-S.p.d.ab
°

Il est facile de voir que le cas de l'homogénéité est celui dans lequel

C—A
la valeur de est la plus grande, puisque les densités diminuant

A

du centre à la surface, S. p. cl.

a

3
est plus grand que S.p.d.a5

;

or nous venons de voir, que la lune étant homogène , la valeur de

Q A

est considérablement moindre que suivant les observations
;A

Aaa 2
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la lune n'a donc point la figure d'équilibre qu'elle auroit prise , si

elle avoit élé primitivement fluide.

On peut imaginer une infinité d'hypothèses dans lesquelles les

momens d'inertie ^4 , B , C , satisfont aux conditions précédentes :

sans doute , les hautes montagnes et les autres inégalités que l'on

observe à la surface de la lune, ont sur les différences de ces momens
d'inertie, une influence très-sensible et d'autant plus grande, que

l'applatissement du sphéroïde lunaire est fort petit , et sa masse
,

peu considérable.

1Q. Il reste à considérer l'influence de l'action du soleil, sur

les mouvemens de l'équateur lunaire ; mais sans entrer dans la

discussion de cette action, il est facile de se convaincre qu'elle est

insensible. Car S exprimant la masse du soleil , et r" sa distance

5
moyenne à la lune , ou à la terre , cette action est de l'ordre— ; elle

est donc
,
par rapport à l'action de la terre sur la lune , dans le

S L
rapport de — à — : or la théorie des forces centrales donne ce rap-

port égal au quarré du temps de la révolution sydérale de la lune

,

divisé par le quarré du temps de la révolution sydérale de la terre
,

c'est à- dire , égal à -^ environ ; on voit donc que l'action du soleil

sur le sphéroïde lunaire peut être négligée par rapport à l'action de

la terre sur le même sphéroïde.
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CHAPITRE III.

Des mouvemens des anneaux de Saturne , autour de leurs

centres de gravité.

20. Jl< N traitant de la figure des anneatix de Saturne ; on a vu que

chaque anneau est un solide dont le centre de figure coïncide à-peu-

près avec celui de Saturne, mais dont le centre de gravité peut et

doit se trouver dans un point différent. Ce centre tourne autour de

la planète , dans le même temps que l'anneau ; et il est aisé de voir

que l'anneau tourne autour de son centre de gravité , dans le même
temps

,
qu'autour de Saturne. L'action du soleil et des satellites sur

ces anneaux, doit produire dans leurs plans, des mouvemens de

précession , analogues à ceux de l'équateur de la terre , et cetle

action étant différente pour chacun des anneaux, il semble que ces

mouvemens doivent être différens, et qu'ainsi les anneaux doivent

à la longue, cesser d'être à-peu-près dans un même plan, ce qui

paroît contraire aux observations : car quoiqu'il ne se soit pas

encore écoulé deux siècles , depuis leur découverte, cependant s'ils

n'étoient pas assujétis à se mouvoir dans un même plan , il faudrait

supposer qu'ils ont été découverts précisément à l'époque où leurs

plans coïncidoient , ce qui est bien peu vraisemblable- il existe

donc très-probablement, une cause qui les retient dans un même
plan fixe ou variable. Mais quelle est cette cause? sa recherche est

l'objet de l'analyse suivante.

21, Nous pouvons encore ici faire usage des équations {D')

du n8
. 1. Déterminons les valeurs de dN

'

, dN' et dN", relatives

soit à l'action de Saturne sur un anneau , soit à l'action d'un astre

éloigné L. Considérons d'abord l'action de Saturne , et nommonsft

la somme de toutes les molécules de Saturne , divisées par leurs

distances respectives , à une molécule quelconque dm, de l'anneau
;
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soit r le rayon qui joint cette molécule au centre de Saturne , et y

,

le cosinus de l'angle que ce rayon forme avec l'axe de rotation de

Saturne. Représentons par

le rayon du sphéroïde de Saturne, et par et ?', le rapport de la force

centrifuge à la pesanteur, à son équateur ; la masse de Saturne étant

prise pour unité , on aura par le n°. 35 du troisième Livre
,

r= *
,

«{yw+fr'.ft*- *;}
j

«yw *™
&c

r' r'
3

r'* r'
5

cette valeur de fT, se réduit à-peu-près à ses deux premiers termes,

si r est un peu grand relativement au rayon du sphéroïde de Sa-

turne, pris ici
,
pour unité de distance. D'ailleurs , si cette planète

est un sphéroïde de révolution , comme il est naturel de le supposer

,

on a Y^ — o, ¥~W= o, &c;cequi rend exacte, la réduction de >P,

à ses deux premiers termes ; on peut donc supposer

i «rw+^'. fc'-î;
r =--\

r,
•

r r J

La fonction Y^ se réduit, comme on l'a vu dans le n°. 2, à cette

forme

,

Y^=h.(\— [S) + h"".(l—^;.cos,2>.

Si Saturne est un solide de révolution , h"" est nul ; mais dans le cas

même où cette quantité seroit comparable à h , il est facile de

s'assurer que son influence sur les mouvemens de l'anneau , est

insensible , à cause de la rapidité du mouvement de rotation de

Saturne. Nous supposerons donc h"" — o , et par conséquent,

r r'3

a. h étant évidemment l'applatissement de Saturne.

Maintenant, x',y', z , étant les coordonnées de la molécule dm }

relativement au centre de gravité de l'anneau , on a par le n°. 3

dN „ , f , fàV\ ,
(dV\\

dN ' 07 r , fdv \ , (dv x\

dN" n
:

, f ,
(dV\

,
(dV\\
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Pour déterminer V^, nous ferons abstraction de la largeur de l'an-

neau que nous considérerons ainsi , comme une ligne circulaire

d'inégale densité dans les diverses parties de sa circonférence, et

dont le centre est à très-peu près, celui de Saturne. En désignant

par X, Y, Z } les coordonnées du centre de gravité de l'anneau
,

rapportées au centre de Saturne ; X+x', Y+y' et Z-\-z\ seront les

coordonnées de la molécule dm, rapportées au même centre. Si l'on

prend pour le plan des x' et desj/, celui de l'équateur de Saturne,

que nous supposerons d'abord, invariable ; on aura

Nommons x^y^z,, les coordonnées du centre de la circonférence de

l'anneau , rapportées au centre de Saturne ; ces coordonnées étant

supposées assez petites
,
pour que l'on puisse négliger leurs quarrés

et leurs produits par a.; on aura

Xi .(X+x')+y,. (Y+y') + z
i
.(Z + z')

r — r + _
_

r/ étant le rayon de la circonférence de l'anneau; si l'on observe

ensuite, que l'on a par la nature du centre de gravité de l'anneau
,

fx'dm— o ;fy' dm = o;fz' dm = o ; on aura

dN = °;

.J x z .dm ;

./y z .dm.
dt r/ 5 JJ

Concevons que l'inclinaison â du plan de l'anneau sur le plan de

l'équateur, soit très-petite , en sorte que l'on puisse négliger son

quarré, ce qui revient à supposer sin .9= 0; cos. 9 = 1
;
prenons

ensuite pour l'axe des x , l'intersection même du plan de l'anneau

avec celui de l'équateur de Saturne ; cela posé , les valeurs de x
'
,y ', z'

du n°. 26 du premier Livre , deviendront

x'= x". cos. p

—

y", sin. <p ;

y' = x". sin. <p +y". cos. ? + z". 9 ;

z' = z"—jA9.cos. <p— x",Q.sm.ç.

dt
u

;

dN'

dt
—

dN''
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d'où l'on tirera par le même n°.

dN

dN' a..(h — *-ï)

-J-
= pr .(B— ^).6.sw.a<pf

dN" à.(h-W) a.fh— 2-9')

dj= ~
r

, b
.(-4+B—aC;.8- .,/

' \ (B-^)J.œs.2t.

„ ,„ / }

'

, dN dN' dN"
Considérons présentement les valeurs de —— , —— et —,— , reJa-

1 Et dt dt '

lives à l'action d'un astre quelconque L, éloigné de l'anneau. En
nommant X", Y", Z", les trois coordonnées de cet astre, rappor-

tées au centre de gravité de l'anneau , et parallèles à ses trois axes

principaux ; et r", sa distance à ce point; on aura par le n°. 5 , en

rapportant les valeurs de dN, dN' et dN" aux mêmes coordon-

nées
j

i^= Z
±.(C-B).Y-Z".

Nous pouvons supposer sans erreur sensible , dans ces expressions

,

que l'origine des coordonnées X", Y", Z" est au centre même de

Saturne, ainsi que l'origine de r". Nommons X,_ Y',Z', les coor-

données de l'astre L, rapportées au plan de l'équateur de Saturne,

l'axe des X' étant la ligne d'intersection du plan de l'équateur,

et de celui de l'anneau ; on aura entre X', Y', Z', X", Y", Z", les

mêmes relations que les précédentes entre x', y', z, x"} y"j z" j d où

l'on tire

X" = X'.cos.<f> + F'.sin.?— S-Z'.sin.e,-

Y" = Y', cos. ?— X'. sin. t— 6 Zl. cos, <p
$

Z."= Z'+ÔY's
et
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et par conséquent

,

X"Y''= (7
" % ~ X *

)
.sm.2P+ X'Y'.cos.2t

2

— BZ'. {r'.sin. 2p+ X'.cos. 29} ;

X"Z" =Z'Y'.sm.ç+Z'X'.cos.?+e. {(Y'*r-Z").sm.v+X'Y'.cos.? } ;

Y"Z"=Z'Y'.cos.9-Z'X ,.sm^+0.{(r'^Z"')-cos.p-X'Y'.sm.<? }.

Nommons v l'angle que le rayon r" forme avec la ligne d'intersec-

tion de l'orbite de L , et de l'équateur de Saturne 3 soit -4- l'angle que

l'intersection du plan de l'anneau et de l'équateur forme avec cette

intersection ; et 9' l'inclinaison de l'orbite de L , sur le plan de

l'équateur de Saturne ; on aura

X'= r" . cos. v . cos. 4— r" . sin. v . cos. 9'
. sin. 4 j

Y'= r". sin. f. cos. 9'. cos. ^{r'.cos.v .sin. 4- ;

Z' = r'.sin.v .sin. 9' j

ce qui donne en négligeant les termes dépendans des sinus et cosinus

de l'angle v et de ses multiples , et ceux qui dépendent de l'angle 2<p,

tous ces termes restant insensibles par les intégrations,

X"Z"=—.sin.Ô'.cosi'.sin.O*—4;+—-. fcos/S'— f.sin.
9
â'}.sin.?>

2 2

r" 1— . 9.sin.
s
9'.sin. (t— z4) ;

4

r"a r'
/a

6Y Z"=—.sin.9'.cos.9'.cos.<^—4J+— . (cos.
s9'— ^sin. a

fl'}.cos.?.

r"2— • 9 . sin.
2
6'. cos. (q>— 2 -]).

4

On aura donc par l'action de l'astre L , *

dN

f^=^£ fc-^) [
sin - 9'-cos.9'.sin.^-4>{cos. s 9'-isin. 3

9'}.9.sin.?)
.

dt 2r" 3
' (

- ^'l— f9.sin.
2
9'.sin.r?— 24; J'

dN^^aL_ fCB) [sin.9'.cos.9'.cos.^-4>{co.s. a9'-isin. 2 9'}.9.cos.?]

dt~~zr"*
{ J'\— f9.sin. 29'.cos.^— ^4J> J

Mécan. cél. Tome II, B b b
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~ , • , • • ! , dN' dN"
On doit observer ici que ces valeurs de — , et —— , se rapportent

au plan même de l'anneau , et à ses axes principaux , au lieu que

les valeurs précédentes , relatives à l'action de Saturne, se rappor-

tent au plan de l'équateur de Saturne; il faut donc , en substituant

dans l'équation (B') du n°. 1 , les expressions précédentes relatives

à l'action de Saturne , supposer dans cette équation, sin. 9 = 9, et

cos. 9= i,à cause de la petitesse de 9 dont nous négligeons le quarré;

mais en substituant dans la même équation , les valeurs précédentes

dN' dN"
de —— et -—

- relatives à l'action de l'astre L, il faut supposer aupa-

ravant dans cette équation, sin. 9=o, cos*9 = i , sin..<p = o , et

cos.ip= i; on aura donc, en réunissant toutes ces valeurs y

dt^(V)^r=o;

dq /C-B\ s*.(h-\f) fC-B\

+|£Y^?Yccos. afl'— ^sin.
l
fl'>. 9.cos.<p

+ 77*' (~T )" ^ sm- fl
'-GOS -â '-cos-(V4> î 9.sin.

3
9'.cos.Cp-2^}

;

dr JA-C\ s*-(.h-T'0 (A-C\ .

« +
\rr)-p*

=—v-
—\—y~™*

+-^-?-( -^r\ {cos.
29'—i.sin.'fl'} .fl.siiK?

2 r"3 \ B /

+ ^Y^\{sin.9'.cos.9'.sin^ (?-4;-î-fl.sin.
2
9

/

.sin.('?-24;}.

r et q étant supposés très-petits , nous pouvons négliger le produit

(W' ce qui donne —-= o, oup constant. Nous ferons en-

suite , comme dans le n°. 17 ,

û.sin.?= 5 /

ce qui donne par le n°. cité

ds .

r="di-P S
>

ô , co&. tp = s' :

ds'

1=—dï-P S'
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En substituant ces valeurs , dans les équations différentielles précé-

dentes, en q et/-, elles deviennent,

dds / C-B-A\ ds' /C-A\
+ {-B-}p'-dF +{-r-y' s

.
dt

dds' ( C—B—A

= —j-[-^-)' {sin.3'.cos.fl'.sin.('(p-4.;-f.9.,sin.
i
â'.sin.('?-24.^}î

fC-B-A\ ds /C-B\
,

{-A-yp-d-^i—y^
——-.( l{sin.fl'.cos.â'.cos.Cp-4>^lsin.

î
8".cos.C?-24;} ,•

2 T \ -A /

i
a étant égal à

P H ^ 1

—
zt« fcos/S Y- Sln -

â }'

Les équations précédentes se simplifient , en observant que dans le

cas présent , on a par le n°. 26 du premier Livre , ^/ + B= C , ce

qui réduit ces équations , aux suivantes , en négligeant dans leurs

seconds membres, les termes multipliés par 9
;

dds ZL .
n

._+ c>s=_ __. sm. g . cos . 9 . sin< |-
?_4; ;

ddj;' . 3L . „,—

:

\-i s = -.sin. 9 .cos. 9 .cos.fœ

—

&).
df sr'3

Si l'on considère l'orbite de Z,, comme invariable; on aura par

le n°. 4
d <p
— d \ =pdû,

et par conséquent

q, \.=pt+I,

Jetant une arbitraire ; les équations différentielles en s et s' donne-

ront ainsi, en les intégrant,

j.sm. 9 .cos.

9

s = Jf.sin. (it+E)— .sin. (q>— {) ;

3L
-.sin. 9'. cos. 9'

s'— M'. cos (it+E')—— .cos. (<p
— 4-) 3

i°- —

p

3

Bbb a
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31, E , 31', E' étant quatre arbitraires. L'inclinaison du plan de

l'anneau à celui de l'équateur de Saturne, est égale à m'+ s'; il

faut donc pour que cette inclinaison reste toujours très-petite,

3L
•

fl' v——.sin.0 .cos.

9

que 31 et 31' soient très-pelits , et que le coefficient

soit peu considérable ; or cela n'auroit pas lieu , si Saturne étoit

parfaitement sphérique ; car alors, onauroit,

.«— p» =—-. {cos.
afl'— ^.siu.'fl'} sJ

2 T
J J

rr- ^ SÎn. 8'
. COS. fl'

et le coefficient précédent deviendroit ,
———-———„ il seroit par
cos." 8 —

. sm . e

conséquent très-sensible.

Si Saturne est applati , en vertu d'un mouvement de rotation , ce

coefficient devient
3L

-.sin. S'.cos. fl'

s r

Lt~— +—ïîi-
{cos.'fl'— i.sin.*9'}

r a 2 r
"

supposons que L soit le soleil , et que r, soit la distance du centre

de Saturne, à son dernier satellite; nommons T la durée d'une

révolution sydérale de Saturne , et X" celle d'une révolution sydé-

rale de son dernier satellite ; la masse de Saturne étant prise pour

unité , on a par le n°. 25 du second Livre

r"> r* \T )
>

ce qui change le coefficient précédent , dans celui-ci
?

WKt J

' «.^-^'; + ~^.(^y. {cos/S'-i.sin/S'}

les observations donnent , le demi-diamètre de Saturne , étant pris

pour unité

,

T = iO75cj i0urs,o8
j

T'= 79''
>
5296 5

r, = 59,1 54
5

fl' = 35*.

.siri.ô'.cos.fl'
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nous supposerons ensuite rj = 2 , ce qui diffère peu de la vérité; on

aura ainsi , le coefficient dont il s'agit , réduit en secondes , égal à

o" ,001727

a. .(h— jp') -\- 0,0000000039824

On voit que ce coefficient qui seroit très-considérable , si *. (h— \t>)

étoit nul, devient très-petit , et insensible, lorsque cette quantité

a une valeur sensible. Alors , l'action de Saturne retient l'anneau
,

toujours à-peu-près dans le plan de son équateur ; ainsi les divers

anneaux de Saturne, sont par-là, maintenus dans un même plan.

Telle est donc la cause de ce phénomène qui m'avoit fait recon-

noître le mouvement de rotation de Saturne , avant, que l'observa-

tion de ses taches l'eût fait appercevoir.

2 2. Il est facile de voir par l'analyse précédente, que l'action

du cinquième satellite de Saturne ne doit point sensiblement écarter

d'un même plan , les divers anneaux de cette planète. Quant à

l'action mutuelle des anneaux et à celle des satellites de Saturne

,

qui se meuvent à très-peu près dans leur plan ; il est visible qu'elles

ne peuvent pas altérer leur coïncidence.

Un anneau pouvant être considéré comme une réunion de satel-

lites; on conçoit que l'action de l'équateur de Saturne qui maintient

dans son plan , ceux de ses divers anneaux, doit par lamême raison,

maintenir dans ce même plan , les orbites des satellites , situées pri-

mitivement, dans ce plan. Réciproquement , si les divers satellites

d'une planète, se meuvent dans un même plan fort incliné à celui

de son orbite ; on peut en conclure qu'ils y sont maintenus par

l'action de son équateur, et qu'ainsi cette planète a un mouvement

de rotation, autour d'un axe à-peu-près perpendiculaire au plan

des orbites de ses satellites. On peut donc affirmer que la planète

Uranus dont tous les satellites se meuvent dans un même plan

presque perpendiculaire à l'écliptique, tourne sur elle-même autour

d'un axe très-peu incliné à l'écliptique.

Les termes de l'expression de fl qui dépendent des actions du soleil

et du dernier satellite de Saturne, étant insensibles, et les dimensions

de l'anneau n'entrant point dans les autres termes ; il est clair que si

plusieurs anneaux concentriques sont fixement attachés ensemble

,
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et se meuvent à-peu-près dans le plan de l'équateur de Saturne,

l'action du soleil et du dernier satellite ne les en écartera pas sensi-

blement^ ainsi , ce résultat que nous avons trouvé pour un anneau

,

en faisant abstraction de sa largeur, a également Heu pour un anneau

d'une largeur quelconque.

La seule partie de l'expression de 6
,
qui puisse être sensible

,

dépendant de coefficiens arbitraires , et étant indépendante de laposL-

tion de l'équateur de Saturne , relativement à son orbite et à celle

de son dernier satellite ; il en résulte que cet équateur dans le mou-

vement très-lent que l'action du soleil et de ce satellite lui imprime,

emporte avec lui, les plans Je ses anneaux et des orbites des satelli-

tes
,
primitivement situées dans ce plan. C'est ainsi que nous avons

vu dans le n°. 17, que le plan de l'écliptique dans son mouvement

séculaire , entraîne les plans de l'équateur et de l'orbite lunaire , de

manière à rendre constantes, l'inclinaison mutuelle de ces trois

plans, et la coïncidence de leurs intersections.

FiN DU TOME SECOND ET DE LA PREMIE&E PARTIE.
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